






آمار و احتمالات 
 مهندسي

 كامپيوتر: رشته 

 دكتر پرويز نصيري





 :دراين فصل مسائل زير بررسي مي شود
-مفاهيم اساسي 
-شاخص هاي گرايش مركزي 
-شاخص هاي پراكندگي 
-جدول توزيع فراواني 
-نمودارها 
-چولگي و برجستگي 
-كدگزاري 
-    جامعه آماري دو بعدي 
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i=1,2,…,N  ام جامعه است برايi عضو   xi كه 

Ni XXXX ,...,,...,, 21

i=1,2,…,N  ام جامعه است برايi عضو   xi كه 



 )خام(انواع داده هاي آماري به دو گروه، داده هاي دست اول 
 .و داده هاي دست دوم تقسيم بندي مي شوند 

 :انواع آن

 كمي-1

 كيفي-2
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 Xn,…,X2,X1عضو Nفرض كنيد جامعه مورد بررسي داراي 
 .ميانگين جامعه از رابطه زير بدست مي آيد. باشد



از جامعه مـورد بررسـي    nيك نمونه به حجم  Xn,…,X2,X1اگر 
  Gباشد ميانگين هندسي از رابطه زير بدست مـي آيـد و بـا علامـت     

 .نمايش داده مي شود
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از جامعه مـورد بررسـي باشـد ميـانگين      nيك نمونه به حجم  Xn,…,X2,X1اگر 
 .نمايش داده مي شود Hهارمونيك از رابطه زير بدست مي آيد و با علامت 
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تا از مشاهدات حذف شده باشند ميانگين پيراسته از رابطـه زيـر   kاگر
  k<n.بدست مي آيد 
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 :ويژگي ها
 .ميانه مشاهدات را به دو بخش مساوي تقسيم مي كند -الف

 .منحصر به فرد است -ب
 .گيردتحت تأثير داده هاي پرت قرار نمي -ج
 .محاسبه آن ساده است -د



 . نماي يك مجموعه عددي است كه در آن مجموعه بيش از بقيه تكرار شده باشد

 ها يا مقاديري كه چاركهاي يك مجموعه مورد بررسي عبارتست از كميت
 محاسبه چاركها همانند. كنندمجموعه را به چهار قسمت مساوي تقسيم مي

  .باشد ميانه مي 





R=XMAX-XMIN 
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 :ويژگي هاي واريانس نمونه

 .برابر با صفر است Cواريانس عدد ثابت -1

 .رابه مشاهدات اضافه يا ازآنها كم كنيم واريانس تغيير نمي  كند αاگرمقدار ثابت -2

ضرب يا برآن تقسيم شود واريانس جديد از ضرب  Kاگر مشاهدات در مقدار ثابت -3
  بدست مي آيد K2يا تقسيم واريانس قديم در



 .انحراف معيار در نمونه جذر واريانس يا پراش مي باشد
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µ =ميانگين جامعه 

δ2  =واريانس جامعه 

 و جذر آن انحراف معيار جامعه



 .ميانگين متغيرهاي استاندارد برابر صفر است -1

 

 . است 1واريانس متغيرهاي استاندارد برابر با -2 

 .متغيرهاي استاندارد فاقد واحد اندازه گيري هستند -3

  .مي تواند، منفي، صفر يا مثبت باشد Ziمقدار  -4 
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 .به واحد اندازه گيري بستگي ندارد -1

براي مقايسه دو صفت از يك جامعه با واحدهاي اندازه گيري متفاوت مورد   -2
 .استفاده قرار مي گيرد

كمتري است از سازگاري و همگني بيشتري  C.Vمجموعه مشاهداتي كه داراي  -3
  .برخوردار هستند
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اين شاخص چون ميزان پراكندگي در اطراف مركز توزيع را نشان مي دهد از  -1
 .شاخص دامنه با ثبات تر است

از مشاهدات كوچك و بزرگ نيست تحت تأثير % 25اين شاخص چون شامل  -2
 .داده هاي پرت قرار نمي گيرد

  اين شاخص براي داده هاي كلاس بندي نيز قابل محاسبه است -3
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1-m1=0   ,  r=1    

2- r=2   

  ندارد  mrتغيير در مبدأ يا اضافه و كم كردن مقدار ثابت به مشاهدات تغييري در -3

  rدر توان mrباتغيير در مقياس يا ضرب و تقسيم كردن مقدار ثابت در مشاهدات، -4
  ام مقدار ثابت ضرب يا تقسيم مي شود
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 :طول كلاس 
 

 :.محاسبه ميانگين و واريانس در جدول توزيع فراواني 

 ميانگين حسابي

 

 ميانگين هندسي

 

 ميانگين هارمونيك

 

 واريانس
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 محاسبه نما در جدول توزيع فراواني

  

 
 محاسبه ميانه در جدول توزيع فراواني

 

 

   محاسبه چارك ها در جدول توزيع فراواني
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 نمودار نقطه اي-1

 نمودار دايره اي -2

 نمودار ميله اي-3

 نمودار مستطيلي -4

 نمودار چندضلعي فراواني -5

 نمودار چند ضلعي تجمعي -6



  :معيارهاي محاسبه ميزان چولگي عبارتند از

 ضريب چولگي پيرسن -1

 
 ضريب چولگي بر اساس گشتاور مركزي مرتبه سوم -2
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 :ويژگي هاي برجستكي
 مستقل از واحد -1

2-k=0 ميزان برجستگي صفر است و منحني چندضلعي فراواني بر منحني نرمال منطبق است. 

3-k>0 منحني چندضلعي فراواني در مقايسه با منحني نرمال داراي برجستگي است.  

4-k<0 منحني چندضلعي فراواني در مقايسه با منحني نرمال داراي پخي است.  



)  اضافه(كدگذاري مجموعه اي داده ها عبارت از عملياتي است كه طي آن از هر مشاهده عدد ثابتي را كم 
  .نمايندمي) ضرب(كرده و نتيجه را بر عدد ثابتي تقسيم 
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Xn … X3 X2 X1 Xi 
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 :دراين فصل مسائل زير بررسي مي شود
11- دو پيشامد 
12- فرمول بيز 

1- فضاي نمونه 
2- پيشامد 
3- شمارش 
4- اصول شمارش 
5- جايگشت 
6- تركيب 
7- احتمال 
8- تابع احتمال 
9- قوانين احتمال 
10- احتمال شرطي 

 



 :فضاي نمونه -1
 مجموعه اي از همه برآمدهاي ممكن يك تجربه تصادفي را فضاي

  .و آن را با علامت  نمايش مي دهند. گويند نمونه مي
فضاي نمونه را بنويسيد. يك سكه را آنقدر پرتاب مي كنيم تا شير ظاهر شود. 
 كهS گسسته و نامتناهي شمارا است 
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 .هر زير مجموعه اي از فضاي نمونه را يك پيشامد گويند :پيشامد

 رخداد يك پيشامد 2-1

 دو پيشامد ناسازگار 2-2

 Bاز  Aتفاضل پيشامد  2-3



تعيين تعداد عناصر يك فضاي نمونه متناهي به وسيله شمارش مستقيم، واقعاً مشكل  
 . يا لااقل خسته كننده است

 
قابل انجام  Yn,…,Y2,Y1طريق به نامهاي  Nبا   Yو كار Xm,…,X2,X1طريق به نامهاي  mبا  Xفرض كنيد كار 

 :اصول شمارش عبارتند از .باشند

  Zباشد آنگاه كار Yيا  Xمنوط به انجام كار   Zاگر انجام كار  :اصل اول شمارش  3-1
  .با نامهاي انجام داد Yn,…,Y2,Y1و  Xm,…,X2,X1طريق   m+nرا مي توان به

را   Zباشد آنگاه كار Yيا  Xمنوط به انجام كار   Zاگر انجام كار :اصل دوم شمارش  3-2
 :طريق زير انجام داد  m×n مي توان به
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مي توان نوشت به طوريكه هر  9و  6، 5، 2، 1چند عدد زوج سه رقمي از ارقام   :مثال
 رقم فقط يك بار استفاده شود؟

از اينكه اعداد زوج باشد، براي رقم يكان فقط دو انتخاب وجود دارد پس كل طرق برابر 
 . 2×4×3=24است با 

 شود  شيء با آرايش معين جايگشت اشياء خوانده مي nترتيبي از مجموعه 

 شي ء متمايزnجايگشت  4-1

 شي ء متمايز  nتايي  rجايگشت  4-2

 شي ء متمايز با تكرار nتايي  rجايگشت  4-3
 جايگشت با اشياء مكرر 4-4

 شيء متمايز در محيط دايره nجايگشت  4-5
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 . هرگاه در جايگشت، آرايش و نظم اشيا كنار هم مورد توجه نباشد آن را تركيب گويند

 شيء متمايز nتايي  rتركيب  5-1
 

 شيء با تكرار اشياء  nتايي  rتركيب  5-2
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 :مفهوم كلاسيك

  

احتمال يك پيشامد برابر با نسبت دفعاتي است كه پيشامدهاي از  : مفهوم فراواني
   .شود يك نوع در تكرار زياد رخ خواهند داد، احتمال به مفهوم فراواني تلقي مي

A
n
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)A(n)A(P ===  تعداد حالات مساعد

 تعداد حالات كل



نسبت دهد و در سه اصل زير صدق كند تابع ) 1،0(تابعي را كه به هر پيشامد عددي در بازه 
 .احتمال گويند 

 .احتمال هر پيشامد بزرگتر يا مساوي صفر است :صل اولا

 .مي باشد 1برابر با  Sاحتمال فضاي نمونه  :اصل دوم

   :اصل سوم

SAAP ⊂∀≥ ,0)(

=)(SP 1 

...)()()(...][
1

2121 ++==∪∪ ∑
=i

i APAPAPAAP



   P()0=مجموعه تهي باشد آنگاه  φاگر   1-9 قضيه

طبق φ φ ∩ S =يعني. دو مجموعه مجزا هستند φو  Sوφ =S  S∪دانيم  مي: برهان
 .اصل دوم و سوم

 

 

   P(AC)=1-P(A)باشد آنگاه Aمتمم پيشامد  ACاگر  2-9قضيه 

 :  مي دانيم                      و                         پس: برهان
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 باشد آنگاه             اگر  3-9قضيه 
          و Aتوان به صورت دو پيشامد مجزاي را مي  Bباشد          اگر: برهان.

 .  نوشت
 

BA⊂( ) ( )BPAP ≤
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ABPAPBP
ABAB
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 . است                     طبق اصل اول احتمال 

اگر آن را از طرف راست رابطه اخير حذف كنيم 
   :شود نتيجه مي

0)( ≥∩ cABP

( ) ( )BPAP ≤

 P(A)≤1≥0      يك پيشامد باشد آنگاه Aاگر  4-9قضيه 

 :داريم 3-9طبق قضيه  Φ⊂Α⊂Sچون : برهان

                                0≤P(A)≤1        ,)()()( SPAPP ≤≤φ



 باشند آنگاه Sدو پيشامد دلخواه در  A ، Bاگر  5-9قضيه

 تجزيه كرد              و              توان به دو پيشامد مجزاي را مي Aپيشامد : برهان
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 باشند آنگاه Sدو پيشامد دلخواه در A ، Bاگر 6-9قضيه

   .تجزيه كرد Bپيشامد           را مي توان به دو پيشامد مجزاي            و : برهان
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 :باشند آنگاه  S پيشامدهاي دلخواه در Cو A  ،Bاگر   8-9قضيه
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 به صورت زير تعريف مي شود Bبه شرط وقوع پيشامد  Aاحتمال شرطي پيشامد 

 

 

    :نتيجه مي شود كه                              از             اگر   1-10نكته
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اگر                باشد نتيجه مي شود كه                           در اين صورت            2-10نكته 
  .تعريف نشده است.          

 .احتمال شرطي  . دوبه دو مجزا باشند A1  ،A2 ، ... ،Akاگر پيشامدهاي   3-10نكته 
   :برابر با Bبه شرط             

( ) 0=BP( ) 0=∩ BAP
( )BAP


k

i
iA

1=

)(

)(

)(
| 11

1 BP

BAP

BP

BAP
BAP

i

k

i

k

i
ik

i
i

∩
=









∩

=






 ∑
==

=




.  را مستقل گوييم، اگر رخ داد يكي تأثيري در ديگري نداشته باشد Bو A دو پيشامد 
) : اند اگر  مستقل Bو  Aبنابراين                        ,                        يعني ) ( )APBAP =( ) ( )BPABP =
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 .اند نيز مستقل Bو   Aمستقل باشند آنگاهB و  Aاگر دو پيشامد  1-11قضيه 
SAABABAB :  برهان cc =∪∩∪∩= ,)()(
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اند اگر و تنها اگر احتمال اشتراك هر  مستقل A1  ،A2  ،... ،Akپيشامدهاي   2-11قضيه 
2 ،3 ،... ، kتا از اين پيشامدها مساوي حاصلضرب احتمالهاي مربوطه به هر پيشامد باشد. 

   :لازم است كه A 3و  A ،2 A 1براي استقلال سه پيشامد  
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و  P 2برابر A 2و احتمال وقوع پيشامد P1برابرA 1اگر احتمال وقوع پيشامد  3-11قضيه 
مستقل باشند آنگاه احتمال اينكه فقط يكي از آنها اتفاق بيفتد برابر  A 2و A 1دو پيشامد 

          :است با

 و رخداد پيشامدA2اشتراكش با  A1برابر با رخ داد پيشامد A1رخداد پيشامد : برهان
A2 2برابر با رخداد پيشامد A اشتراكش باAc

   :پس. است 1
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 اند و مجزا هستند  مستقلA2 و  A1چون 
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  A1  ،A2  ،...،Akفرض كنيد پيشامدهاي     )قانون جمع احتمالات( 4-11قضيه 

 Sيك پيشامد دلخواه از  Aباشد و Sپيشامدهاي دو به دو مجزا از هم و اجتماع آنها 
 :باشد آنگاه
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 طبق اصل سوم . پيشامدهاي طرف راست رابطه اخير دوبه دو مجزا هستند

∑∑
==

=∩=

∩++∩+∩=
k

i
ii

k

i
i

k

APAAPAAP

AAPAAPAAPAP

11

21

)()|()(

)(....)()()(



باشد احتمال شرطي                دو به دو مجزا و  A1  ،A2   ،... ،Akاگر پيشامدهاي 
 :  برابر با Sاز  Aها به شرط اتفاق پيشامد   Aهريك از
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 4-11با توجه به فرمول قضيه 
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:در اين فصل مسائل زير بررسي مي شود  

9- استقلال دو متغير تصادفي 
10- اميد رياضي 
11- گشتاورها 
12-  ضريب همبستگي دو متغير

 تصادفي
13- چولگي و برجستگي در جامعه 
14- تابع مولد گشتاورها 
15-   نامساوي ماركف و چبيشف 

1- متغير تصادفي 
2- متغير تصادفي گسسته 
3- متغير تصادفي پيوسته 
4-  تابع توزيعF(x) 
5-  تابع احتمال و تابع توزيع توام دو

 متغير تصادفي
6- تابع توزيع توام 
7-  تابع چگالي احتمال و تابع توزيع

 حاشيه اي
8-  تابع چگالي احتمال و تابع توزيع

 شرطي



 متغير تصادفي -1

باشد با تدوين يك قانون  Sبا فرض اينكه هر تجربه تصادفي داراي فضاي نمونه      
 اي از قوانين مي توان اعضاي فضاي نمونه را به وسيله اعداد يا زوج يا مجموعه

افراز (X1,X2,…,Xn) گانه مرتب اعدادn تر با  يا به طور كلي (X1,X2)اعداد 
  .كرد

 متغير تصادفي گسسته -2

به طوري كه . باشد Aداراي فضاي نمونه يك بعدي  Xفرض كنيد متغير تصادفي      
A هرگاه بتوان تابع احتمال . گسسته و شمارا باشدA)P(A) (A⊂  را برحسب

  :به شكل زير تعريف كرد  ƒ(X)تابع 
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A
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 .  در دو شرط زير صدق كند ƒ(X)به طوري كه 
1-  
 
2- 
 
 X را متغير تصادفي از نوع گسسته وƒ(X)  را تابع احتمال يا پخش گسستهX گويند  . 

Axxf ∈∀≥ ,0)(

1)( =∑ xf
A

 متغير تصادفي پيوسته -3
به . باشد Aداراي فضاي نمونه يك بعدي  Xفرض كنيد متغير تصادفي      

هرگاه بتوان تابع احتمال  . باشدبازه از اعداد حقيقي و  پيوسته Aطوري كه 
A)P(A) (A⊂ را برحسب تابعƒ(X)  به شكل زير تعريف كرد:  

( )dxxfAXPAP
A
∫=∈= )()(



تابع توزيع متغيرهاي تصادفي از نوع گسسته و پيوسته به ترتيب به صورت زير تعريف مي 
 .  شوند

 
 

  :)گسسته يا پيوسته(خواص تابع توزيع 
 يا                                        -1
2- F(x) يك تابع غير نزولي است  . 
 و                                         -3
 
4- F(x)  در هر نقطهx از راست پيوسته است. 
 

F(x)4-   تابع توزيع ][)( xXPxF ≤=
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5- 
 

6- 
   .است xدر نقطه  F(X)حد چپ  F(X-)كه درآن 

 
7- 
 

  يا                                در متغير پيوسته: الف -8
 

 در متغير گسسته: ب
 

 كه در آن 
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باشد تابع چگالي احتمال آن   F(X)داراي تابع توزيع  Xاگر متغير تصادفي پيوسته  :مثال
   .را بدست آوريد

 
 

  :از راست پيوسته است چون F(X)كنيد  همانطور كه ملاحظه مي
    F(1)=0 
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 تابع احتمال و تابع توزيع توام دو متغير تصادفي - 5
 

 Aبـه طـوري كـه   . باشد Aداراي فضاي دوبعدي  Yو  Xفرض كنيد متغيرهاي تصادفي 
بـه   ƒ(x,y)را برحسـب تـابع   P(A) هرگاه بتوان تـابع احتمـال   . گسسته و شمارا باشد
 شكل زير تعريف كرد

 
 .در دو شرط زير صدق كند ƒ(x,y)به طوري كه 

 
1- 
 
2- 
 

(X,Y)   را متغيرهاي تصادفي توام از نوع گسسـته وƒ(x,y)      را تـابع چگـالي احتمـال يـا
 . پخش توام گسسته گويند
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 چگالي تابع توان مي اند، پيوسته نوع از تصادفي متغيرهاي Y و X كه حالتي براي و
 تابع را  ƒ(x,y) دومتغيره تابع .كرد تعريف صفحه همه روي را ƒ(x,y) احتمال
   xy صفحه از A ناحيه هر براي اگر تنها و اگر گوييمY و  Xمتغير توام احتمال چگالي

 
 

 .همواره در دو شرط زير صدق نمايد ƒ(x,y)و 
 
1- 
 
2- 
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  تابع توزيع توام -6

باشند تابع توزيع يا   ƒ(x,y)متغيرهاي تصادفي با تابع چگالي احتمال توام  Yو  Xاگر 
در حالت گسسته و پيوسته به ترتيب به صورت زير   Yو  Xتابع توزيع تجمعي توام 

   .شود تعريف مي
 
 
 

  به طوري كه Aروي  )Y,X(محاسبه احتمال : تبصره
 :از فرمول زير محاسبه مي شود
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 اي  تابع چگالي احتمال و تابع توزيع حاشيه -7

باشند و  ƒ(x,y)داراي تابع چگالي احتمال توام  Yو  Xفرض كنيد دو متغير تصادفي 
    محاسبه احتمال پيشامد . را حساب كنيم                 بخواهيم احتمال پيشامد

هم  ƒ(x,y)با تابع چگالي احتمال توام  Yو  Xبراي دو متغير تصادفي               
 پس)                 ،(             ارز است با محاسبه احتمال پيشامد

 
 :محاسبه احتمال رابطه اخير در حالت گسسته و پيوسته به ترتيب برابرند با
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 :  اگر تعريف كنيم
 
 
 
 

 اي   را به ترتيب تابع توزيع حاشيه                            و                      هاي  تابع
با معلوم بودن تابع توزيع حاشيه اي، تابع چگالي . در حالت گسسته و پيوسته گويند

هاي زير   اي براي متغيرهاي گسسته و پيوسته به ترتيب از رابطه احتمال حاشيه
 .آيند بدست مي

   در حالت گسسته  Xاي  تابع حاشيه
   در حالت گسسته  Yاي  تابع حاشيه
 در حالت پيوسته  Xاي  تابع حاشيه
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 در حالت پيوسته  Yتابع حاشيهاي 
   

  و  Xاي  معلوم باشد تابع چگالي احتمال حاشيه ƒ(x,y)اگر تابع چگالي احتمال توام 
Yآيند براي حالت گسسته و پيوسته به ترتيب از روابط زير بدست مي. 

 
 
 
 
 

به نوبه خود تابع چگالي  Yو  Xاي  شود كه هريك از توابع چگالي حاشيه يادآوري مي
 .  كنند باشند و در تمام شرايط تابع چگالي بودن صدق مي احتمال مي
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  تابع چگالي احتمال و تابع توزيع شرطي - 8

،  ƒ(x,y)از نوع گسسته، داراي تابع احتمال توام  Yو  Xفرض كنيد دو متغير تصادفي 
دو  . باشند Aو فضاي نمونه  ƒx(x) ،ƒy(y)اي  هاي چگالي احتمال حاشيه تابع

 .  گيريم را به صورت زير درنظر ميA2و A1پيشامد 
 
 
 

 :مي دانيم كه
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 :برابر است با A2به شرط  A1احتمال شرطي پيشامد 
 
 

 :اگر تعريف كنيم
 
 

 :  برابر است باy1 به شرط  x1آنگاه تابع احتمال شرطي 
 
 

 .را به صورت زير تعريف مي كنيم Yبه شرط  Xبراي سادگي تابع احتمال 
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 .تعريف مي كنيمƒ(y|x) را به صورت Xبه شرط  Yو تابع احتمال 
 
 
 

 .پيوسته باشند از همين نماد استفاده مي كنيم Yو  Xدر حالتي كه متغيرهاي تصادفي 
 
 
 
 
 
 

شود كه تابع چگالي احتمال شرطي نيز به نوبه خود يك تابع چگالي  يادآوري مي
 .كند احتمال است و در تمام شرايط چگالي بودن صدق مي
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 استقلال دو متغير تصادفي  - 9

، توابع چگالي  ƒ(x,y)داراي تابع چگالي احتمال توام  Yو  Xفرض كنيد دو متغير تصادفي 
.  باشند  ƒ(y|x)و ƒ(x|y)و توابع چگالي احتمال شرطي  ،  ƒx(x) ،ƒy(y)اي  حاشيه

 :اند اگر به طور احتمالي مستقل Yو  Xگوييم دو متغير تصادفي 
 
 

باشد يا تابع چگالي احتمال  Yمستقل از  Yبه شرط  Xيا تابع چگالي احتمال شرطي 
 : يا. باشد Xمستقل از  Xبه شرط   Yشرطي

)y(f)x(f)y,x(f yx=
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  اميد رياضي - 10

اميد رياضي در حالت . باشد ƒ(x)داراي تابع چگالي احتمال  Xاگر متغير تصادفي 
 .شود گسسته و پيوسته به ترتيب به صورت زير تعريف مي

 
 
 
 
 

 .دهند نمايش مي μدر ادبيات آماري اميد رياضي را معمولاً با 

)(.)( xfx
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  ويژگيهاي اميد رياضي

               .اميد رياضي مقدار ثابت برابر با خودش است -1
 
2-                    
 
3-           
 
   .مستقل از هم باشند Yو  Xاگر  -4
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  گشتاورها - 11

يك عدد ثابت حقيقي باشد  αو ƒ(x) داراي تابع چگالي احتمال  Xاگر متغير تصادفي 
در جامعه در حالت گسسته و پيوسته به ترتيب  αام حول نقطه rگشتاورهاي مرتبه 

 .شود به صورت زير تعريف مي
 
 
 

را گشتاورهاي  ) (μدر ادبيات آماري، معمولاً گشتاورهاي حول نقطه ميانگين جامعه 
   .دهند نمايش مي μrگويند و با نماد  مركزي مي
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   واريانس  11-1
درنظر گرفته شود واريانس جامعه بدست  2برابر با  rاگر در فرمول گشتاورهاي مركزي 

 .  دهند نمايش مي V(X)يا  σ2آيد و معمولاً آن را با نماد مي
 
 
 
 

 .  را به صورت زير تعريف كرد Xتوان واريانس  مي Eباتوجه به خواص عملگر 
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  ويژگيهاي واريانس 11-2

           .واريانس مقدار ثابت صفر است -1
2-             
3- 

           
4-    

   
       .جذر واريانس را انحراف معيار گويند -5

 .  را مي توان به صورت زير ثابت كرد 3براي نمونه ويژگي 
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  كوواريانس دو متغير تصادفي  11-3

باشند كوواريانس  ƒ(x,y)داراي تابع چگالي احتمال توام  Yو  Xاگر متغيرهاي تصادفي 
 .  شود آنها به صورت زير تعريف مي

 
توان به صورت زير   رابطه بالا را مي. باشند مي Yو  Xبه ترتيب اميد رياضي  μyو  μxكه 

   :نيز نوشت
 
 

 :  مستقل باشند آنگاه Yو  Xاگر دو متغير 1-3-11قضيه 
 

 :  باشند آنگاه ƒ(x,y)داراي تابع چگالي احتمال توام  Yو  Xاگر 2-3-11قضيه 
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 ضريب همبستگي دو متغير تصادفي -12
 

دهند و به  نمايش مي ρرا در جامعه با  Yو  Xضريب همبستگي دو متغير تصادفي 
 . شود صورت زير تعريف مي

 
 
 

   :ويژگيهاي ضريب همبستگي  12-1
 .گيري است و مستقل از واحد اندازه               همواره  -1
 . شديد و هم سو است Yو  Xاست همبستگي دو متغير ρ =1هنگامي كه  -2
 . شديد و خلاف هم است  Yو Xاست همبستگي دو متغير  ρ = -1هنگامي كه  -3
 .  در همسايگي صفر است همبستگي دو متغير ضعيف است ρهنگامي كه  -4
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 بندي مي شود به صورت زير دسته Yو  X، نمودار پراكنش  ρباتوجه به مقدار  -5
 
 
 
 
 
 
6- 
 

را در مقدار ثابت ضرب كنيم و مقدار ثابت به آنها اضافه  Yو  Xيعني اگر متغيرهاي 
 .  شود كنيم تغييري در همبستگي ايجاد نمي

 

ρ=-1 ρ=0 ρ=1 

YXdcYbaX ,, ρρ =++



 چولگي و برجستگي در جامعه  - 13

  .در آمار توصيفي ميزان چولگي و برجستگي را به ترتيب از فرمولهاي زير محاسبه كرديم
 
 

 :شود  ميزان چولگي و برجستگي در جامعه به ترتيب از فرمولهاي زير محاسبه مي
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  تابع مولد گشتاورها - 14

باشد تابع مولد گشتاورها در حالت  ƒ(x)داراي تابع چگالي احتمال  Xاگر متغير تصادفي 
 .شود گسسته و پيوسته به ترتيب به صورت زير تعريف مي

 
 
 

 .  t|<h|بطوري كه 
   تعريف شود  h(X)=etxاگر . تابع مولد گشتاورها تعريف خاصي از اميد رياضي است

E[h(X)] همان تعريف تابع مولد گشتاورها است و در مواقعي كه محاسبهE(Xr)  
 .  شود استفاده مي MX(t)گير است از  ها وقت براي بعضي از توزيع
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 .گيريم هاي متوالي مي مشتق tنسبت به  MX(t)از 
 
 
 

 گيري بار مشتق rپس از 
 

 امrدر مشتق t=0براي 
 

   ويژگيهاي تابع مولد گشتاورها  14-1
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 نامساوي ماركف و چبيشف -15
   نامساوي ماركف 15-1

همه   Aباشد به طوري كه اعضاي  Aداراي فضاي مفروض  Xفرض كنيد متغير تصادفي 
نامساوي ماركف را تحت قضيه زير بيان . يك عدد بزرگتر از صفر باشد αمثبت باشند و 

 .  كنيم مي
 :موجود باشد آنگاه همواره E(X)باشد و  Aداراي فضاي  Xاگر متغير تصادفي   1-15قضيه

 

   .كنيم را به صورت زير تعريف مي I(X)تابع اشاره : برهان
 

 :است پس x≥0چون 
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 نامساوي چبيشف  15-2

 :  گيريم از طرفين رابطه اخير اميد رياضي مي
 
 
 
 

 
 k>0باشد آنگاه براي هر  σ2و واريانس  μداراي ميانگين  Xاگر متغير تصادفي 

 
 :اثبات

 شود و فرض كنيم شرايط ماركف تأمين ميX  را( X- μ) و αرا برابر k2اگر
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سازد با معلوم بودن  اهميت نامساوي ماركف و چبيشف در اين است كه ما را قادر مي
ميانگين و واريانس جامعه، كرانهاي بالا و پايين را براي مقادير مختلف احتمال بدست 

 .آوريم، گرچه فرم تابع چگالي احتمال معلوم نيست
 

فرض كنيد تعداد محصولات توليد شده در يك كارخانه در طول هفته يك متغير :مثال
 :مطلوبست. باشد 2σ=25و واريانس  μ=50تصادفي با ميانگين 

 .باشد 75احتمال اينكه توليد محصول در يك هفته معين بيش از  -الف
 .باشد 60و  40احتمال اينكه محصول يك هفته معين بين  -ب
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 فصل چهارم

  هاي احتمال خاص توزيع



 :در اين فصل مسائل زير بررسي مي شود

1- توابع احتمال خاص گسسته 
2- توابع چگالي احتمال خاص پيوسته   



 توابع احتمال خاص گسسته  - 1
 اي، دو جمله در اين بخش توابع احتمال يكنواخت، برنولي، دوجمله

اي منفي، هندسي، فوق هندسي، پواسن، سري لگاريتمي و سري 
 .شود لگاريتمي ماركف با ارائه الگو معرفي مي



 تابع احتمال يكنواخت   1-1

است اگر تابع احتمال آن  kداراي تابع احتمال يكنواخت با پارامتر  Xمتغير تصادفي 
 :به صورت زير باشد

 
اگر هم شانس بودن را . است kتا  1هاي  اي شامل صفحه كليد با شماره جعبه: الگو

 ها يكسان درنظر بگيريم و تعريف كنيم   براي همه شماره
X شماره صفحه كليد خارج شده آنگاهX   داراي تابع چگالي احتمال يكنواخت

 گسسته است 
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تابع احتمال   1-2
  برنولي

است اگر تابع  P )شانس(داراي تابع احتمال برنولي با پارامتر  Xمتغير تصادفي 
 .  چگالي احتمال آن به صورت زير باشد

 
 

و  P-1  جعبه اي شامل صفحه كليدهايي از نوع دست دوم و نو با نسبت هاي: الگو
P يك صفحه كليد به تصادف از جعبه خارج كنيم و اگر متغير . استX  را به

 :  صورت زير تعريف كنيم
 
 

 .داراي تابع برنولي است Xآنگاه 
 

1,0)1()()( 1 =−=== − xppxXpxf xx







=
1

0
X

  اگر صفحه كليد خارج شده دست دوم باشد
 
 
 اگر صفحه كليد خارج شده نو باشد



  تابع احتمال دو جمله 1-3
 اي

اگر تابع  . است pو  nاي با پارامترها  داراي تابع احتمال دوجمله Xمتغير تصادفي 
 .احتمال آن به صورت زير باشد

 
 
 

-pو   pهاي اي شامل صفحه كليدهاي از نوع دست دوم و نو با نسبت جعبه: الگو
صفحه كليد يكي يكي و  nاز اين جعبه در شرايط يكسان و به تصادف . است 1

 كنيم و اگر تعريف كنيم با جايگذاري خارج مي
X  : تعداد صفحه كليدهاي نو خارج شده آنگاهXاي است داراي توزيع دوجمله . 
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  ويژگيهاي توزيع دو جمله 1-3-1
  اي

1-    
  

 .داراي نماي منحصر به فرد است -2
 
 براي -n=13 .اي همان تابع احتمال برنولي است تابع چگالي احتمال دو جمله 
 داراي ميانگين  -np4 و واريانس  np(1-p).است 
5- 
 
براي مقادير  -n6و  pمقدار  1مي توان از جدول ضميمه  F(x)را محاسبه كرد   

  مختلف
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  )پاسكال(اي منفي  تابع احتمال دو جمله 1-4

است اگر  pو  rاي منفي با پارامتر  داراي تابع احتمال دو جمله Xمتغير تصادفي 
 .  تابع احتمال آن به صورت زير باشد

 
 
 اي منفي ويژگيهاي توزيع دو جمله 1-4-1

 

 ۱- 
 
  . داراي ميانگين               و واريانس                 است-2
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تابع احتمال  1-5
 هندسي 

است اگر  pداراي تابع احتمال هندسي با پارامتر  Xمتغير تصادفي 
 .  تابع احتمال آن به صورت زير باشد
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  ويژگيهاي توزيع هندسي 1-5-1
 اين توزيع فاقد حافظه است يعني  -1
 
 .است واريانس             و           داراي ميانگين  -2
 
3- 

 



تابع احتمال فوق  1-6
 هندسي 

است    nوN،kداراي تابع احتمال فوق هندسي با پارامترهاي  X متغير تصادفي 
 .  اگر تابع احتمال آن به صورت زير باشد

 
 
  ويژگيهاي توزيع فوق هندسي 1-6-1
1- 
 

2- N ،يك عدد صحيح مثبتk يك عدد صحيح نامنفي (k≤N) وn  يك عدد
 .  است Nنامنفي و حداكثر برابر با 

 .  است                              و واريانس      داراي ميانگين-3
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تابع احتمال  1-7
است اگر تابع احتمال آن  λداراي تابع احتمال پواسن با پارامتر  Xمتغير تصادفي  پواسن 

 .  به صورت زير باشد
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 ويژگيهاي توزيع پواسن 1-7-1

1-     
 

 .داراي نماي منحصر به فرد است -2
 .است λو واريانس  λداراي ميانگين  -3
 را محاسبه كرد F(x)مقدار ) 2(مي توان از جدول ضميمه  λبراي مقادير مختلف  -4



تابع احتمال سري  1-8
  لگاريتمي

است اگر تابع   αداراي تابع احتمال سري لگاريتمي با پارامتر  Xمتغير تصادفي 
   .احتمال آن به صورت زير باشد
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  تابع احتمال سري لگاريتمي ماركف 1-9
است  βو α داراي تابع احتمال سري لگاريتمي ماركف با پارامترهاي  Xمتغير تصادفي 

  .اگر تابع احتمال آن به صورت زير باشد
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ويژگيهاي سري لگاريتمي  1-9-1
  ماركف

 توزيع سري لگاريتمي ماركف به توزيع سري لگاريتمي تبديل مي α-1=βبراي  -1
 .شود

 
 . است                  داراي ميانگين  -2

 3/0و α =63/0طول نوبت بارندگي داراي توزيع سري لگاريتمي ماركف با : مثال
=β است مطلوبست: 
 .  باشد 1احتمال اينكه طول نوبت بارندگي برابر با  -الف
 .  باشد 2احتمال اينكه طول نوبت بارندگي حداكثر  -ب
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 توابع چگالي احتمال خاص پيوسته   - 2
در اين بخش توابع چگالي احتمال يكنواخت، نرمال، نرمال 

  استاندارد، نمايي، گاما، كي دو، بتا، استودنت و فيشر ارائه مي
 .  شود



تابع چگالي احتمال يكنواخت    2-1
 )  مستطيلي(

است  bو   α داراي تابع چگالي احتمال يكنواخت با پارامترهاي Xمتغير تصادفي 
 .  اگر تابع چگالي آن به صورت زير باشد
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ويژگيهاي تابع چگالي احتمال يكنواخت    2-1-1  
 .به صورت زير است                       براي x)(ƒنمودار  -1
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 .است واريانس              و          داراي ميانگين -3
 
گويند و آن را به صورت زير ) 1،0(را روي بازه ƒ(х) تابع  α  ،1=b=0براي  -4

 .تعريف مي كنند
 
 
 

2
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 .را تابع نشانگر گويند         كه 
 

و  u<1>0ذكر اين نكته ضروري است كه تابع توزيع هر متغير تصادفي همانند 
F(u) پس                ،               عمل مي كند چونu=F(x) از اين  . است

  .كنندخاصيت در آمار براي شبيه سازي متغيرهاي تصادفي استفاده مي
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  تابع چگالي احتمال نرمال 2-2

متغير . هاي مهم آماري در حالت پيوسته است متغير تصادفي نرمال يكي از توزيع
است اگر تابع چگالي σ2و واريانس  μداراي توزيع نرمال با ميانگين  Xتصادفي 

 .  احتمال آن به صورت زير باشد
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μ  وσ2 پارامترهاي توزيع نرمال هستند. 



ويژگيهاي توزيع  2-2-1
  نرمال

 .داراي تقارن است y=μاين توزيع نسبت به محور  -1
 
2-  
 
 
 
3-  
 
 .  توزيع نرمال را توزيع نرمال استاندارد گويند ،σ2=1و  μ=0براي  -4
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توزيع نرمال  2-3
  استاندارد

داراي توزيع نرمال استاندارد است اگر تابع چگالي احتمال آن به  Zمتغير تصادفي 
 .  صورت زير باشد
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كنيد اين توزيع فاقد پارامتر است و براي راحتي متغير نرمال استاندارد  همانطور كه ملاحظه مي
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تابع چگالي احتمال   2-4
 نمايي 

است اگر تابع چگالي  θداراي تابع چگالي احتمال نمايي با پارامتر  Xمتغير تصادفي 
 .  احتمال آن به صورت زير باشد

 
توان نشان   از جمله در مدلهاي صف بندي، مي. توزيع نمايي كاربردهاي مهمي دارد

 كند  هاي متوالي از توزيع نمايي پيروي مي داد كه زمان انتظار مابين ورودي
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− θ

θ
θ xexf
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ويژگيهاي توزيع نمايي 2-4-1   
1-     
   .فاقد حافظه است -2
 .است 2θو واريانس  θداراي ميانگين  -3
داراي توزيع نمايي با  ln(u)–باشد آنگاه ) ,10(داراي توزيع يكنواخت روي  uاگر  -4
1=θ است.  
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 تابع چگالي احتمال گاما  2-5

است اگر  βو  αداراي تابع چگالي احتمال گاما با پارامترهاي  Xمتغير تصادفي 
 .  تابع چگالي احتمال آن به صورت زير باشد
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تابع چگالي . شود توزيع گاما به توزيع نمايي تبديل مي α=1 ،β=θ براي: حالت خاص
 :چون. شود احتمال گاما باتوجه به ويژگي تابع گاما تعريف مي
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ويژگيهاي توزيع  2-5-1
  گاما

1- 
 
 

 .است 2αβو واريانس  αβداراي ميانگين  -2

β
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اگر . است β=2و  α=3در يك شهر مصرف برق روزانه داراي توزيع گاما با   :مثال 
احتمال اينكه برق موجود براي يك  . ميليون كيلووات ساعت باشد 12ظرفيت روزانه 
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تابع چگالي احتمال  2-6
  كي دو
است اگر تابع چگالي  rداراي تابع چگالي احتمال كي دو با پارامتر  Xمتغير تصادفي 

 .  احتمال آن به صورت زير باشد
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 توزيع كي دو حالت خاص توزيع گاما است 
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1-  rرا درجه آزادي توزيع گويند. 
 .است 2rو واريانس  rداراي ميانگين  -2
3-  
بدست ) 5(از جدول ضميمه  rرا مي توان براي مقادير مختلف  F(x)مقادير مختلف  -4

 .آورد

 ويژگيهاي توزيع كي دو   2-6-1
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تابع چگالي احتمال  2-7
  بتا

است اگر تابع   βو  αداراي تابع چگالي احتمال بتا با پارامترهاي  Xمتغير تصادفي 
 .  چگالي احتمال آن به صورت زير باشد
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  ويژگيهاي توزيع بتا 2-7-1

1-   
 
 .شود توزيع بتا به توزيع يكنواخت پيوسته تبديل مي β=1و  α=1براي  -2
 
 .است                      و واريانس               داراي ميانگين  -3
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 ) tتوزيع(تابع چگالي احتمال استودنت  2-8
 

است اگر تابع چگالي احتمال آن به   rبا پارامتر  tداراي توزيع  Xمتغير تصادفي 
 .  صورت زير باشد
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 .گويند tرا درجه آزادي توزيع  rكه 

 tويژگيهاي توزيع  2-8-1
: 
1-  
 .است      داراي واريانس r <2داراي ميانگين صفر و براي r <1براي  -2
از حد تصور بزرگتر باشد توزيع، بر توزيع نرمال  rدر توزيع استودنت اگر درجه آزادي  -3

 .شود استاندارد منطبق مي
قابل ) 4(از جدول ضميمه  rبراي مقادير مختلف درجه آزادي  F(x)مقادير مختلف  -4

 .محاسبه است
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تابع چگالي احتمال  2-9
 فيشر 

است، اگر تابع چگالي  r2و r1داراي توزيع فيشر با پارامترهاي  Xمتغير تصادفي 
 آن به صورت زير باشد  
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و r1به ترتيب درجه آزادي صورت و مخرج خوانده ميشود براي مقادير مختلف r2و r1كه 
r2  مقادير مختلفF(x)  قابل محاسبه است) 6(از جدول ضميمه. 





 فصل پنجم

 توزيع هاي نمونه گيري 



 :در اين فصل مسائل زير بررسي مي شود
 توزيع واريانس نمونه -7
 tتوزيع  -8
توزيع نسبت واريانس دو   -9

 نمونه

 برآوردگر -1
 توزيع مشترك -2
توابع خطي از متغيرهاي  -3

 تصادفي مستقل
 توزيع ميانگين -4
 قضيه حد مركزي -5
تقريب نرمال براي توزيع   -6

 دو جمله اي



 برآوردگر -ا
هر تابعي از نمونه را كه به پارامتر يا پارامترهاي جامعه بستگي نداشته باشد برآوردگر يا 

اي به نمونه ديگر تغيير مي كند متغيري  چون مقدار برآوردگر از نمونه. آماره گويند
 .مقدار عددي آماره يا برآوردگر را برآورد گويند. است تصادفي

 

 ويژگيهاي برآوردگر كارا 1-1
 .نااريب باشد -1
 .داراي كمترين واريانس باشد -2



 توزيع مشترك  - 2

 باشد ƒ(x)=p(X=x) احتمال تابع داراي X گسسته تصادفي متغير كنيد فرض
 متناظر مقادير  xn,…,x2,x1 اگر .باشند هم از مستقل تصادفي هاي نمونه Xn,…,X2,X1و

 مجزا طور بهXn=xn,…,X2=x2,X1=x1 پيشامدهاي .باشند Xn,…,X2,X1 براي مشاهده
 :با است برابر آنها توام احتمال و اند مستقل هم از

P[X1=x1,X2=x2,…,Xn=xn]=P(X1=x1)P(X2.x2)…P(Xn=xn) 
 :استفاده كنيم P[X1=x1,X2=x2,…,Xn=xn]به جاي   ƒ(x1,x2,…,xn)اگر از نماد 

ƒ(x1,x2,…,xn)=ƒ(x1) ƒ(x2) … ƒ(xn)= ( )∏
=
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i
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در حالتي كه . مي باشد X2و  X1تابع چگالي احتمال توام n ،ƒ(x1,x2)=ƒ(x1) ƒ(x2)=2براي 
نيز  ƒ(x1,x2,…,xn)از نوع پيوسته است تابع چگالي مشترك يا توام را با  Xمتغير تصادفي 

 .دهند نمايش مي



  توابع خطي از متغيرهاي تصادفي مستقل - 3

 ƒ(x1,x2,…,xn)نمونه تصادفي مستقل با توزيع مشترك  Xn,…,X2,X1فرض كنيد 
 .  توان در حالت كلي به صورت زير تعريف كرد يك تابع خطي يا آماره را مي. باشند
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 كه 

ia
 .ها مقادير ثابت هستند αiكه 

σ1و واريانسهاي  μ2و  μ1هاي  به ترتيب داراي ميانگينX2و  X1اگر 
2 ،σ1

.  باشند 2
 :به طريق زير محاسبه ميشود Yميانگين و واريانس 
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 توزيع ميانگين  - 4
 

 در اين. تعريف شده بود               در آمار توصيفي، ميانگين نمونه تصادفي به صورت 

  .آوريم اي كه نمونه از آن گرفته شده بدست مي را باتوجه به توزيع جامعه     بخش، توزيع  
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اي با  هاي مستقل و هم توزيع از جامعه نمونه Xn,…,X2,X1اگر   1-4قضيه 
 و واريانس   μداراي ميانگين Xباشند آنگاه ميانگين نمونه σ2و واريانس   μميانگين

 .است
  :هاست، پس Xiيك تركيب خطي از       چون : برهان
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يك آماره نااريب و  . بستگي ندارد σ2و  μهاست و به پارامترهاي جامعه  Xiتابعي از      
  .داراي كمترين واريانس است
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تايي از جامعه نرمال با  nيك نمونه تصادفي  Xn,…,X2,X1اگر  2-4قضيه 
 و μداراي توزيع نرمال با ميانگين        باشند آنگاه  σ2و واريانس   μميانگين

 .است      واريانس  
 

 :  تابع مولد گشتاورهاي آن برابر است با. است                             : برهان
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 .اند ها مستقل و هم توزيع Xiچون 
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 .است و واريانس تابع مولد گشتاورهاي متغير تصادفي نرمال با ميانگين            
اند، اميد رياضي و واريانس مستقيماً ها از هم مستقل ها و  يك تركيب خطي از  از اينكه 

  .شود به صورت زير نيز محاسبه مي
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داراي توزيع نرمال                   برقرار باشد متغير  2-4اگر شرايط قضيه   3-4لم 
n  .استاندارد است
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  قضيه حد مركزي - 5

و  μبا ميانگين ) اي جامعه(از توزيعي  Xn,…,X2,X1ميانگين نمونه تصادفي     اگر
كند به  ميل مي            باشند آنگاه توزيع متغير تصادفي     >σ2واريانس متناهي

 توزيع نرمال استاندارد اگر
 .  شود اين قضيه با استفاده از تابع مولد گشتاورها به راحتي اثبات مي
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 اي  تقريب نرمال براي توزيع دوجمله -6
هاي بزرگ محاسبه احتمال گاهي اوقات  nبراي  pو  nاي با پارامترهاي  در توزيع دوجمله

اي  nخسته كننده و گاهي ممكن است جدولي با چنين ) 1(با استفاده از جدول ضميمه 
  .در دسترس نباشد



را به صورت جمعي از متغيرهاي Yتوان  اي باشد، مي داراي توزيع دوجمله Yدانيم اگر  مي
 و واريانس pها متغيرهاي برنولي با ميانگين Xiنوشت كه                   برنولي يعني 

-p(1-p)باشند و مقاديري كه مي Y2 ،1 ،0كند اعداد صحيح  اختيار مي ،...،n  است. 
توان با توجه به نتيجه قضيه حد مركزي به وسيله   را كه از نوع گسسته است مي Yمتغير 

توان به صورت زير   را ميY=k احتمال پيشامد . متغير نرمال استاندارد تقريب زد
 .تقريب زد
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  توزيع واريانس نمونه - 7

 تعريف شده                              تايي در آمار توصيفي به صورت nواريانس نمونه 
 
 .  تعريف مي كنيم                            اكنون براي نااريب بودن، آن را به صورت . بود 
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داراي توزيع كي دو  Z2داراي توزيع نرمال استاندارد باشد آنگاه  Zاگر متغير   1-7قضيه 
 .با يك درجه آزادي است

 با استفاده از تابع مولد گشتاورها: برهان
 

 Zبراي متغير 
 

  Z2براي متغير 
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 داراي توزيع نرمال استاندارد باشند Zn,…,Z2,Z1اگر متغيرهاي مستقل   2-7قضيه 
 
 .درجه آزادي است nداراي توزيع كي دو با                آنگاه 
 

 اثبات اين قضيه با استفاده از تابع مولد گشتاورها آسان است كه در اينجا بدون اثبات مي
شود كه اگر دو متغير مستقل داراي توزيع كي دو باشند  از اين قضيه استنتاج مي. پذيريم

يعني . در مورد تفاضل هم در شرايط خاص درست است. جمع آنها نيز توزيع كي دو است
اگر دو متغير مستقل داراي توزيع كي دو باشند تفاضل آنها نيز داراي توزيع كي دو است با 

  .تفاضل درجه آزادي دو متغير

∑
=

n

i
iZ

1

2



از جامعه  Xn,…,X2,X1به ترتيب ميانگين و واريانس نمونه  S2و     اگر   3-7قضيه 
 باشد آنگاه  σ2و واريانس  μنرمال با ميانگين 

 .اند از هم مستقل S2و      -الف
  .درجه آزادي استn -1داراي توزيع كي دو با               متغير  -ب

X

X
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Sn −

    t توزيع -8
 σ2و واريانس μتايي از توزيع نرمال با ميانگين nيك نمونه  Xn,…,X2,X1فرض كنيد كه 

 ير  داراي توزيع نرمال استاندارد و متغ               دانيم متغير مي. باشد 
    

را كه تابعي از دو متغير  Tمتغير . درجه آزادي استn -1داراي توزيع كي دو با             
  .كنيم است به صورت زير تعريف مي
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  توزيع نسبت واريانس دو نمونه -9







 5پايان فصل 















































هاي  آزمون فرض
 آماري

 7فصل 















































آمار و احتمالات 
 مهندسي

 كامپيوتر: رشته 

 دكتر پرويز نصيري



 8فصل 



 :در اين فصل مطالب ذيل ارائه مي شود
ضريب همبستگي 
خط رگرسيون 
پيش بيني 
 آزمون فرض برايβ 
 آزمون فرض برايα 
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