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"� #��$
 %��&�'� :)�� � %�*+� �� �� ,�-�� ���� .� /��
 ,�0 �12 � ,�0 ,3�4��� %�*+� 5���
 �� 

�$��67�0�� "�  .� �'��  .� ���� �� � �
�� "2�� ���� �� "9��� ���	
 .� ��:�� ���� "2�� �;� #��$
 ��

���& ����< "=�>���?  ��'� #��$
 ������ �� ��
�� .� �� "@A� ���'= �� �� . 3�B�� �� �3�C �� �� ��'� D���2 ���

���03 ��  �+*6E� ������� �� "@��3 �� �� ,�-�� �$��
 � ���& ��1���� ,����3  5��'� ��1F�� �3 �1���� ��� ���

 3��� "� ��*' � 3�0 ,3�4��� . �� "
�GHI&� � ���+� �� �4� �
 ��� J�K ������'� �'�
  �1� ���
� �  ,��� ���

��'� #��$
 ��'-�� ,3�4��� ��.  

"-
��� J��� ��1@0�� �� ���& ��1���� L�9�2       M3 D�� � �� NO?P"��Q'  �3 "$� "-
��� ���� ��3

�2�� R��-
 S�0�3 "$��TU ��1���� ���:�� �� "VA@� ��1�WX�� �3��Y .�;�  #��$
 �� Z� O �� ,3�4��� �� ���� 

 �����W ��1F�� �� ,3�4��� �� ������ �� "
��� ������ ��1���� �;� �� �0 [A@� � �$� � 3�� "9��� \�C3 �����C

3�� #�&�
 "-
���. �Y ��� "����3 "9��� � �$�R
NP �
� � NN��+� �N! �� �6�
 �� �� ��'��� ��1+T*� 

��3�� "���� �  �=�*B� � �  ��0� "9��� ��1�WX�� .   
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 .� �� � �G�� ����� �Y �V'= �  D�U ��  ����]��� ��>B
 �� �� ,3�� �&�'= �� " �'�� ��� �� �=�*B� �T4F�

��� .�'�� L=�*B� .� ���'$� �T4F� ^��1+T*�  �� " _ ��� ,�0 ��2�W �`� �3  . R��C ��a " �'���� 3��$
 ���W

 R��C ��  �=�*B� "Q*  �� )��*0 R��C " �'�� �=�*B� ��� .� �1'
 ���� �� 3��3 3�6� �  �1+T*� �� )��*0

 ��'� ��� �� ���*� . ��� "&�: �bH= � �1+T*� � .��� � c�>� Z��G d J�C�� R��0 �=�*B� ��� ��� #

d@ d . .  . �'�
  . �3�� �2�9� R��C ��a �2�� 5��'� �� �1�Y ����� �� "2�9� ��  �+*6 �� "0��*0 R��C 3��$
 � 

 ��� �=�*B� ��� �� . �� K�*$� �� �T4F� �=�*B�∑�' ��� ��@� .  

  
∑ ={0,1, . . .  ,9,a,. . .  ,z,+,*,%,Div , Mod , If , Then , Else, . . . } 
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      �T4F� �&�'= �� " �'�� �F�T�3 )    �T4F� �=�*B� .� �� \+$�� (     �i' ��� �� ��0� .� R�-@
 .        �i&�'= �i���� ��i0� D�iU

��� ��0��3 3�6�� ��T4F� .  
∑={0,1}       ω1=1010   ,  Length(ω1)=4      

λ      D�� ��0�   !        �i� ��0�T� "+T*� j�  ����3 �� ��� �� ��0� "1
 ��λ � ,3�3 ��@i�     �4i& D�iU ����3 � 3�@i�

���. �0�� �T4F� �>6 ������*� ,�Qk�  �.  

      "����� ��1+T*� �� �T4F� �&�'=       7   �'��'��  .           ��i�� �3 � �' ��� R�-@
 �� ���� ��T4F� %�*+� d "$�TU ��1���� �3

     lK�*$� ���� ��T4F� �
��m���Token    3�@�� ,�����  .       +� %�i*+� R��0 D�-��� ���� �3 lHn�   ��i�7    �i �W �i��'0 d<  � 

 o�: ��1+T*�? �''��� !,@,#,$,%,&,/ � … �0�T��  .  

  
λ∈∑* 

∑ :  ��T4F� �� ��F�
 R��C ��  ��0� ��+� �=�*B�∑�0�T�� " �'���� �� .  
∑={1}   ∑*={1,11,111,     . . . ,1 . . . 1, . . .    } 
                                                                 n 

∑* R��0 λ � �0�T�� �  +
∑ �=�*B� ∑*-{λ}   

  

��� ����    

�0�� "� ���� .� �T4F� ��� �  ��0� �� �=�*B� �  . �+*6 " �'���� 3��$
 R��0 "���� 3��� ��1���� 5+a�

�'�
   .��� q�U R��C �B'�� �3 �1� ���
� ���� ��:  

N –�� �W� ��� 3 ���*� �� ���� .� �������� ���Q� ��� ,3�� ���� �0�� �+*6 " �'�� 3��$
 R��0 �1'
 �� :

�  ��0� �� " �'�� ��  �=�*B� �� �� ,3�� ��1�
�F .�� "Q��Q� �F�
� �� �� �0�� 3��;��� ���� �W� �Q�3 %��T=

���
  �6��� ���� ���� " �'�� ���*� �3�� ����. rK�*$� 3�: �3�A� 3��;� ���*� ��� �1+T*� �� ��0� .� 

����0�T�� s��4� ���� �� o�: ���*� .� �� /T
�� �� �12 R��C �� ��
4
 ":�� �� ,��*  � �0�� �T4F� .  

! –�0�� "4'� ���� ���0 �T'6 .� �� �3��3 3�6� ���� �  ���� " �'�� ���*� .� ��Y  . �=�*B� �� ��'�T� ���� ��

�0�� )��*0 R��C � " �'���� �T4F� .� ��� �  �+*6 "Q*  .� .� �  ��0� � �  �+*6 "Q*  �=�*B� ��� ���

 �=�*B� .� ��  �=�*B���� "Q*  �=�B� �� ���  �=�*B� ���	
 �3 [A@� � ��$� �T'6 ��� � �0�T��

 �
�� " �'���� ��]� )��*0 d ��]� )��*0 " �'���� . ���*� .� ��@��6 >�� �� �� ��3�-� #��$
 �� �'�� 

��� " �'�� � 3��;� .  ������� �� �� ��]� )��*0 3��$
 .� �3 �1'
 " �'�� ���*� �� "'$� �� #��$
 �  ��

��0�� �1+T*� �� �� ��0� �� "��1@��*� ��'� ��0�� �� �3�C ���� ��� 3�3 � ��: �B��� " �'�� ��1@��*�. ������'�d 

���*� �� ���� �3��� 3��$
����3 3�6� " �'�� �� .  

7 –tH� ���:�� ,����3  ���� �� ���*� ����4W ������ �� ����3 " �'�� ��   
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�����  �� ����� ��� ���� ����� ���  ∑∑∑∑   

  

 � �Q+*=  

  

  

  

  
 

���   D�n�NuN:   ∑={a,b}    
X={aa,ba}   Y={bba,a} 
X∪Y = Y∪X={aa,ba,bba,a}    3�;
� 

XY={aabba,aaa,babba,baa}   D�V
� 
YX={bbaaa,bbaba,aaa,aba} 

  

 �W� ��� ���'�X,y� �3  ��T4F� �=�*B� �� �  ��0� �� �=�*B∑�'0�� :  
I: X∪Y={ω| ω∈X  or ω∈Y} 

II: XY={ω|ω=α1α2   ; α1∈X, α2∈Y} 

 

•  �� ��0�� ��0�3 �6�
 ����X,Y .� �� �3 �  ∑��� ,�0 ��:�� .  

  

���    D�n�Nu!:  Y={aa,bb,λ}     X={λ} ∑={a,b}  
XY={λ}{aa,bb,λ}={λaa,λbb,λλ}={aa,bb,λ} 

 "'$�λ "n': �v= ��� D�V
� R*=.  
λX=Xλ=X 

X0=λ 

X1={a,b}                   D�U=N       

X2=X1X1={a,b}{a,b}={aa,ab,ba,bb}  D�U=!  

X3=X2X1                           D�U=7  

. 

. 

Xn=Xn-1X1                               n  D�U =  

 

∪ ⇒ ∑* 

  

����
������ �� ��   

 �W�u,v∈∑* %��V'�� �3 uv �� 3�@�� #��$
 ��� %��&:  

N – �W�  length(u)=0  "'$� u=λ %��V'�� �3 uv=λv=vλ=v   

! u �W� length(u)=0  "'$� u=λ %��V'�� �3 a∈∑*  ��0� � �T4F� �V'=ω∈∑*� ����3 3�6� �"*
C��:  
length(ω)=length(u)-1  u=aω 

�� ���� �	 �
��
��� ����	  

�� ���� �	 �
��
� �� ����	  

 �����(*)  

 �����(+)  
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⇒uv=(aω)v=a(ωv) 

�3 D�V
� "�@W��� )�� �� ��0��3 D�V
� )�� ����'��W ��0�.  

  

���   D�n�Nu7  :  v=ba ,  u=ac  ∑={a,b,c}      
uv=(ac)(ba)=a( ( c) ba))=a((cλ)(ba))=a(c((λ)ba)))=a(c(ba)) 
=a(cba)=acba 
 

∑*=∪ Xi ; Xi=X1.X1. . . X1 

        i≥0 
 

X0={λ} 

X1=∑ 

X2=∑∑=∑2 

X3=X2X1=∑3 
. 
. 

Xn=∑
n 

______________ 

∑* =(∪∑
k) ∪{λ} 

           k≥1  
  

� "'$∑∗D�V
� 3�;
�  ��-� �� ∑ ��0� � )3�: �� λ��� .  � ��'� � +
∑D�V
� 3�;
�  ��-� �� ∑ )3�: �� 

���.  

���    D�n�Nu<:   
∑={a,b}  x={},y={a} ∅∪u=u , ∅u=u∅=u 

x∪y={a}  xy={} 

∑={a,b}  x={λ},y={a} 

x∪y={λ,a}  xy={a} 

  

 � �Q+*=  
 
 
 
 

  

  

���   D�n�Nu? :   s�2 ��},1,0{ a=∑ �
��+I�    

� � �  ��0� �� �� �=�*B�� D�U7   

                                                             },1,0}{,1,0}{,1,0{)( 32
aaaX =∑=∑∑=∑∑∑= 

     

� � �  ��0� �� �� �=�*B�� D�U! �� 7  

}),1,0}{,1,0({}),1,0}{,1,0}{,1,0({23
aaaaaY UU =∑∑=  

�  #F�A� �1�Y D�U �� �  ��0� �� �� �=�*B�! � 7 ��� .  

                                                                                       YaZ −= ∗},1,0{  

� –       ����	  �� �
��
�  

� –����	   

� � *     �� ����  

� �+   
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�  x�� D�I� �  ��0� �� �� �=�*B�  
∗= }),1,0}{,1,0({ aaT  

�  3�2 D�I� �  ��0� �� �� �=�*B�  

∑∑=−= ∗∗∗ )(}),1,0}{,1,0({},1,0{ 2
aaaE 

�  L�0� ��� R��0 l�*�G �� �  ��0� �� �� �=�*B� a1 �'0��   

ZYXw

aZaXaY

..

},1,0{,},1,0{,}1}{{

=

=== ∗∗

 

�  L�0� ��� �� �  ��0� �� �� �=�*B�a13�@� � �y �1�Y �3   

                                                                             WQ −∑= ∗  
            

�  L�0���� �� �  ��0� �� �� �=�*B� a1�y ��� �3 /z2 � /z2 3�0 �   

}1}{{}1}{{}}1}{{ aQaQaQ  
  

�  �� �� �  ��0� �� �� �=�*B�{1}{a} �� �� {��0 {a}{1} ���0 ��:   

})1}{}{,1,0({)},1,0}{}{1({ aaaa U
∗  

  

  

���   D�n�NuE :   �W�∑={a}� ��  ��0� �=�*B� ��F�
 �
��+I� �x�� D�U  
y=∑∑={aa} 

→ x={∪yn) ∪{λ}→x=y* 

            n≥1 

���   D�n�Nu_ : �W� ∑={a,b,c}�+I�  ��� ��  ��0� �=�*B� �
�  
1. x= {ω|ωλ∈∑*, length(ω)=3} 

2. y={ω|ωλ∈∑*, length(ω)=3k, k≥0} 

1 → x={a,b,c}{a,b,c}{a,b,c} 

2 → y=x* 

  

  

  

���   D�n�NuM : �W� ∑={a,b,c} ��� ��  ��0� ��F�
 �
��+I� :  

 #F� (��0� ��+� �=�*B�  �� /z2 �� "�� a,b �'0�� ,�0 R�-@
 .  
X={a,b}  y=x+ 

| (  �� �� "��  ��0� ��+� �=�*B�a �� � {��0 b�'0�� ,�0 ��: .  
X={a}∑*{b} 

 x( �1�Y �3 �� "��  ��0� "��*
 �=�*B�ab �'0�� ,�0 � �y ��T-� RC��G   
∑

*{a}{b}∑*=∑*{ab}∑* 
 

���   D�n�NuO :  ��T4F� ���{a,b,c} L�0� a,b}*{c}+ { �3��$
 �� �� �0�T�� �T4F� �&�'= �� �� �F�T�3)� �4& �

��@�� (a  � b �� �� �F�T�3  �1�Y ��1��� �3 � ,�0 {��0  c )   .� RC��Gc  (3��3 ���C .  
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��!"�#�$ �� ��� �#�%&� � '()� �*    

#��$
: D�V
��� ,3�4��� �� �T4F� ��1��*F� �� ����� ���Y �W� �'��W ,�=�C �� �� �=�*B� .�! R*= � ∗3�� ��F�
  .

*1� �A� ,�=�C�� ��  �=�*B� ��1'�0�� ���`� �  � ���& ��1���� ���`� �3 �  �' 3 "� R�-@
 �� ���� �� "

" �'��7   ����3  3�����  .�=�*B� � "1
 �=�*B� 5���
 �� ,�=�C �� �=�*B�  �� ��~
7   ��B� %��+*= �� ,��* 

�'�Y "� ��3 �� �  �=�*B� ���.  

 #��$
: �W�∑ ��� ,�=�C �� �=�*B� �0�� �T4F� �=�*B� ∑"� ��� "�@W��� R-0 �� �0��:  

N .  �V'= �  ���� ��{a},{λ},∅, a∈∑�'�
  ,�=�C�� ��  �=�*B� .← "������ ��  �=�*B�   

! .  �W�x,y  %��V'�� �3 �'0�� ,�=�C�� ��  �=�*B� x*,x+,xy,x∪y�'�
  ,�=�C �� �  .← ��  �=�*B� 

 "�@W���  

7 . x ����� �W� d�0�T�� ,�=�C�� �=�*B� .� �Y       �i� "���i��� ��i  �i=�*B� �i� "������ ��1��*F� �� ,3�4��� �� �1'
 ��

 d3�;
� d D�V
� �� �Q+*= ��-� D�*=� �� �3��;� 3��$
∗d +3�� ��F�
 .  

  

���    D�n�NuO :  �� "��  �F�T�3 �� �� �  ��0� �� �� �=�*B�a    �� �� �iF�T�3 �i� �+&�2H� � {��0 b    "i� ��i: 

��'�
  ,�=�C �� ���0  
∑={a,b} 

ω=a . . . ab . . . b 
x={a}*{b}* 

���    D�n�NuNP:  3��$
 RTC D��� �3 �W�a  � � b��'�
  ,�=�C �� �  �=�*B� �'0�� ����� �    

ω=a . . . ab . . . b=
nn

ba }{}{  

  d D�V
� d 3�;
� �� �Q+*= �� .�k�  �� ���� ��:*d +�:�� �����*�.�� L*  �� ����Q�� �B��� ^�  ��i  �=�*B��
∗

∑� D�V
� � 3�;
� �� �Q+*= �� ,3�4��� �� �����*
 �� * �    + 3�� ��F�
 .  

  

���    D�n�NuNN: ∑={a,b,c}  ,�=�C �� �=�*B� ω� ��'� ��F�
 �� �"*
C ��ω �� "��  ��0� R��0 ∑ �� �0�� c 

�0�� ,�0 � �y �1�Y �3 ��T-� �1'
 � �1'
.  

{a},{b},{c},{λ}  "������ ��  �=�*B�   ω= . . . c . . . "'$�   
ω={a,b}*{c}{a,b}* 

  

���    D�n�NuN! :  s�2 ��∑={a,b,c}  ,�=�C �� �=�*B� ω′� ��'� ��F�
 �� �"*
C   3��i$
 �i  ��0� �Y �3 ��c  

�0�� x��.  
ω′=(ωω)*{a,b}* 

 3��$
 �� "��  ��0� �� D�V
�c ��� �4& �1�Y .  

  

  

                                                           
١
 Regular set 
٢
 Concatenation 
٣
 Finite state machine 
٣
 singletone 
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���   D�n�NuN7 :  s�2 ��∑={a,b,c}  ,�=�C �� �=�*B�ω″  3��$
 �  ��0� �Y �3 �-�*
z�c�0�� 3�2 .  
ω″=(ωω)*ω 

���     D�n�NuN< :                 ��i  ��i0� �i�� �Y ��  ��0� �3 �� �� ,�=�C�� ��  �=�*B�aa,bb       � �iy ��iT-� RC��iG 

���0.  �'���aaababbb) . a,b�'�
�� D�TC R��C "+� R-0 �� (  
x=((aabb)+ ∪ (abab)+

∪ (abba)+
∪ (baab)+

∪ (baba)+)+ 
 

��+ ,-�
� ./�%#    

 ��'� "� ,3�4��� �Q+*= ��� �� K�*$� ,�=�C �� ��  �=�*B� ��F�
 ���� .lHn�  
∑={a,b,c} 

x={ω|�0�� x���  c  3��$
} 

y=∑*-x d y={ω|�0�� 3�2�  c  3��$
} 

  

,�=�C�� %���T=N ← ��� ,�=�C �� �=�*B� �� ����6 J�14�   

 #��$
: �W�∑ �T4F�  ��� ,�=�C �� %��T= �0��∑��� #��$
 R��C ��� "�@W��� R-0 �� :  

N – �T4F� �V'= �  ���� ∅,λ,a,a∈∑ �'�
  ,�=�C�� ��  %��T= ←"������ ,�=�C �� %��T=   

! – �W� E2,E1   ��1
��T= %��V'�� �3 �'0�� ,�=�C �� %��T= �3E1.E2,E1UE2, E1*,E2+�'�
  ,�=�C �� >�� .  

7 – E � %��T=  dD�Vi
� �� �Q+*= ��-� D�*=� /��
 � ,�=�C �� "������ %���T= �� /z2 ���Y ����� �W� ��� ,�=�C �

 d 3�;
�+ d∗3��Y ����  .  

���    D�n�NuN?: ∑ = {a,b,c}    

a, b,c,λ � {a},{b},{c},{λ}  �'�
  ,�=�C �� ��  �=�*B� .  

���    D�n�NuNE : ,�=�C �� %��T=  �� /z2 �Y �&�'= �� ��a 0 ���3 �0�� ,�.  

                                      +=′ aX   

���    D�n�NuN_ :   �� �1'
 �Y ��  ��0� �� �� ,�=�C �� ��  �=�*B�a�'0�� ,�0 ���3   

                                       += }{aX  
  

���    D�n�NuNM : � �Y �&�'= �� �� ,�=�C �� %��T= D�I7�'�
    

            y′  D�I� �Y ��  ��0� �� �� ,�=�C �� �=�*B�7�'�
  .  
abc,aba,. . . 

y={{a}{b}{c}{b}{a}{c},. . .}�� y={a,b,c}{a,b,c}{a,b,c} 

y′=(a∪b∪c)(a∪b∪C)(a∪b∪c) 

E  = (a∪b) ⇒ E= a,b 

E1= (a∪b) , E2=c 

E=E1E2=(a∪b)c ⇒ E=ac,bc 

E=(a∪b)(a∪b)c 

⇒E=aac,abc,bac,bbc 

  

���    D�n�NuNO: ∑={a,b,c}   

                                                           
�
 Regular Expression 



  ���� ���	
��
�� � ��      ��              �����    :����� 

�%� 

E �� ����
� ���U �� aa � 3�0 � �y ��T-� �1'
� �1'
 a3�@� � �y �Q�3 ��6 �3 .  
E=(b∪c)*aa(b∪c)* 

���    D�n�Nu!P :  �� �� �� ��
��'� �� ,�=�C �� %��T=aa   �� ��  3�0 {��0bb 33�W ��:  .  

∈1=aa. . .  E1=aa(aUbUc)*                     ���
����  E1   �3 E2  

∈2=. . . bb            ⇒ E=E1UE2 

∈3=aa. . . bb  E2=(aUbUc)bb 

E3   �3 E2  ��� ���
�  

 

•  �� ���V;�� ���  ��2 D�n� �3 �W�Xor �0�� .  
E3 = aa(a∪b∪c)*bb 

E′ =(E1UE2)-E3 

���    D�n�Nu!N :   �C�2 �� ��
��'� �� ,�=�C �� %��T=Ca  �0�� ) 3�;
� �� ,3�4��� �� /z2d D�V
�d*d(+  
(a∪C*b*)*C* 

                      

���    D�n�Nu!! :  �Y �3 �� �� ,�=�C �� %��T=a  �� ��� �*�G b  �b �� ��� �*�G c 3�0 � �y   
((a)*(b)*(c)*) ∪ ((c)*(a)*) 

              �W�a,b  ����Y �  �� a  �� RTC �*�Gb  � b �� RTC �*�G c�0��   

  

���     D�n�Nu!7 :     '� �� ,�=�C�� L=�*B�        Z��G R��0 �� ��  ��0� �� ��
��a,b,c  � �0�� ����U  ��a  �� RiTC 

c � b �� RTC �  a                               � 3 ��  {c,b}*∪{b}*{a}*{c}* 

  

���    D�n�Nu!< : ∑={a,b} �=�*B� � {baωab| ω∈{a,b}*} ��� ∑��� ,�=�C �� . 

  

0��	#  �#�%&�  

A {a} 
B {b} 
Ab {a}{b} 

a,b=a∪b {a}∪{b}={a,b} 

Ba {b}{a}={ba} 

(a∪b)* {a,b}* 

ba(a∪b)* {ba}{a,b}* 

(ba)(a∪b)*(ab) {ba}{a,b}*{ab} 

   

  

���    D�n�Nu!?:  �
 �3 �z�C3 �� �� 3 ��@� �� "
��T=b  �0�� ,�0 � �y �Y �3   
                                            a*(ba*ba*)   

  

  

%��T=        �� ,�=�C �� �� �'�Y "� ��3 �� �=�*B� .� �� ��d �� �=�*B� .� �� %��T= �3 � �'�
�� ��-� 

�'�
  �'��*  �' ��� ��@� . D��6 ����  %��T= ��'��*  � 3 "� ��@�  ��.  



  ���� ���	
��
�� � ��      ��              �����    :����� 

�&� 

  

 ���1��)2�%�0��	# ���"�#�$�� ���� 

1- ∅u=u∅=∅ 13-(λ*∅*)*=λ 

2- λu=uλ=u 14-λ-{∅*}=λ-{λ}={λ} 

3- ∅*=∅ 15- u*=(u*)* 

4- λ*=λ 16- u(v∪ω)=uv∪uω 

5- u∪v=v∪u 

6- u∪∅=∅∪u=u 

7- u∪u=u 

8-u*∪∅*=u* 

17- (u∪v)ω=uω∪vω 

9-(λ∪u)*=u* 18-(uv)*u=u(vU)* 

10-(∅∪u)*=u* 19- (u∪v)*=(u*∪v)*=(u*∪v*)* 

              =u*(u∪v)*=(u∪vu*)* 

              =(u*v*)*=u*(vu*)* =(u*vu*)* 

11-u*.u=u.u*=u+ 20- u.(v+ω)=uv+uω 

12- u.u*+λ=u* 21-  (u+v)*=(u*+v*)*=(u*.v*)*=u*.(vu*)* 

  

  

  

  

  

��� , 3 ,4�5�  

NuN��@�   �� 3(u∪v)*=(u*∪v*)  

Nu!��@�   �� 3(u∪v)*=(u*.v*)*  

Nu7��@�     �� 3(uv)*=u*.v* �
�� ���C�� �@*    .  

Nu<��@�   �� 3u*.v=v∪u*.uv            

Nu?��@�   �� 3λφ =*  

NuE ��@�  �� 3A.(B ∪ C)=A.B ∪ A.C  

Nu_ ��@�  �� 3u(vu)*=(uv)*.u            

NuM  s�2 �� },,,{2},,,{1},,{ bbabLabbabaLba λ===∑�Y     ,�WL1.L2��
��'� �� .  

NuO %��T= ��'� ����  r=a*(a+b)��� �`'�   .  

NuNP ��'� ����  )0(*)10( λ++=r ��� �`'�   .  

NuNN s�2     ��'� L1={10,1}  �  L2={011,11} %��V'�� �3  :  

NuN!  �-�Y s�2 ��}1,0{=∑�
��+I�  :  

  

�  �0�� ,�0 R�-@
 �  .� � � �4& �� �� ��
��'� "*`'� %��T=.  

 

�    ��� "F���� �4& �3 RC��G ����3 � ,�0 R�-@
 �  .� � � �4& �� �� ��
��'� "*`'� %��T=.  

                                                           
�
 Regular Expression Identities 



  ���� ���	
��
�� � ��      ��              �����    :����� 

��'� 

� 
��'� "*`'� %��T= ��� �4& �3 RC��G ����3 � ,�0 R�-@
 �  .� � � �4& �� �� ��.  

  

�                        �3 R��i0 � ���@i�� {��0 .� �� � �'�
  �  .� � � �4& �� �� ��0� R��0 �� ��
��'� "*`'� %��T=

 �'�
�� "F���� �4&.  

  

� '�
� "F���� �4& �3 R��0 � �'�
  �  .� � � �4& �� �� ��0� R��0 �� ��
��'� "*`'� %��T=  �.  

  

  

�  �� � ,�0 R�-@
 �  .� � � �4& �� �� ��
��'� "*`'� %��T=011 ���@�� ��:  .  

  

�           �i*
�: .i� �� � ���@�� {��0 �4& �� �� �0�� "b�  ��0� �=�*B� ��' ���@� �� ��
��'� "*`'� %��T=

 �'��� "�.  

  

�      �i� �i0�� "i�1
 ��a "b�3�3 ��  ��0� �=�*B� ��' ���@� �� ��
��'� "*`'� %��T=     "��
i-� �i�� �i� 

 �'��� "� �*
�: � {��0.  

  

  

�  ������ .� �� "b�  ��0� "��*
 �=�*B� .  

�  .� l�z�C3 �� "b�  ��0� "��*
 �=�*B�1����3  .  

  

�  �3 l�z�C3 �� "b�  ��0� "��*
 �=�*B�1����3  .  

  

�  �3 RC��G �� "b�  ��0� "��*
 �=�*B�1����3  .  

  

� "b�  ��0� �=�*B� R��0 "*`'� ��1
��T= ������ "F���� �� �4& �� .  

NuN7 �-�Y s�2 ��  ∑
∗∈vu, ��'� ����     :  

                                              RRR
uvuv =)( 

  3�*� �� ��`'�R ��� ��0� �����   . 

 

NuN< ��� "*`'� %��T=    }1,0{=∑R��0 �� ��
��'�   L�0� ��� 101 �0��  .  

NuN?        ��'� ����    *)(*)*)(*( babab ∪=∪ λ  

NuNE     �-�Y s�2 ��}2,1,0{=∑              .i� R��i0 �i� ��
i��'� �� ,�=�C �� %��T= �0�� 0   3��i$
 �i  �  1 � 2  

�0��.  
 



  ���� ���	
��
�� � ��      ��              �����    :����� 

���� 

NuN_    ��=�C�� %��T=L         ��  ��0� L*  �� ��
��'� ��  a  �b          ��i� �3�i2 3��i$
 � 3�i0 R��0 ��   ����b  ��i0�3  

 �0��.  
 

NuNM ����Q� �`� �3 �� ��� �`'� ��  %��T=:  

  
                                                                            R1=b*a(a+b)* 
                                                                            R2=(a+b)*a(a+b)* 
                                                                            R3=(a*b*)*ab* 
                                                                            R4=(a+b)*ab* 

� �'�
  �'��*  �  �� .����� � �'�
  "b�  ��0� �� ��' ���@� %���T= ���              

 

NuNO   Y s�2 ��  �-�α   � β                  �@i�*  ��� �-*� ��� ��  ������ �� .� J��� S  �'0�� �`'� %���T= ��' ���@�  

��0�T� ���C��  

         

**)*()*()4

**)(*)*()3

**)*()*()2

*)(*)*()1

βαβα

βααβα

βαβα

βααβα

+=+

=+

=+

=+

  

  

 Nu!P��@�        �� 3)*(.*)(*)**.()( λ∪=∪ ++
bbabaababa  

 
 

Nu!N  �-�Y s�2 ��ω��'� ���� �0�� ,��AF3 �� ��0�     :    0)()( ≥∀= i
RiiR ωω         
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����

��� ���:	
��
	� � ��� �� ����� �	
����� 

����� 

����� ���	 �� 
��
 ���
�� �� ��� 
��� ���� �� �� ������ ���� ����  .��"�#� �$� %&'� },,{ cba=∑

��� ������nn ba }{}{$b* ${a,b,c}*$a+����� ���� 
(�� .� )� ���� ���� *�+,- ��+� 	���.���� /$

�0�$� ���� ���� *�+,- /$� +� 1$&� $ 	+�(� ��+2 1	����� 	���
�3��"� ��#�- ��+� �� $ *�+,- �� ���� ���

 ���� *�+,- 4�. ���� �� ���� �� �.��. )� 56,- 
������ .��7��� �8��� �9 ���
�� 
 ��:�; �� ���� )� 
 ��:�;

���< ���� 
����� �. ������ + � 	��	��� ���
�� ����	 .

♦�	�� �� ����  ���� ��! ��"#� 

���� ��"�#� 

���� ���
�� 

���� ��� ���� ��#�- /$�)�6�>(

���� �� ���� )� 56,- 
������ /$� 

��,� @�	 /$� 

���� )� *�+,- ��+� A��> ���B- �� 
�����	 C�� 

$%&'(��	) �
*+  

D���E F��. F�+�9
G+"���	 ���� �	 GHIJ��9 ��.	 �� ��.��6���; �	 .��.��6���; 1�(K.�	 �	 �� L��
 3&�MN- $�

O�+� P�#� L��
 	���� +�Q�- �N- $ 	�	 F��.�2�R+  ��+2 .S�� �	 �� L��
 O.���# T�RGHUG 	+� ����; ��

S�� ��0E 3�� �� $)GHUGVUU(�
�	+; O���- �� 	��$��� 1�(K.�	 �	 .�-W�� S�� �	 ��GHUU �R���	 �� 5R�� 

�� ��.��6���; 1�(K.�	 �� �+��	 �>�	 .1�(K.�	 �	 O; �9 ��MIT 3S�� ��+� � 
.X�Y ������0.��� 	���� �����

� $ ���>��
�	+; O���- �� Z��� �� .[#��� W���. �� %���� 
���� ���� �	 �� L��
 F�  W���\. 
D���E

F�. �� L��
]� ����	 W��. �+"� 
K��� ���4���	+� .^6> L��
 ��� �� �� �	��� _�� +`. ���4.9 ��"#� ��

W�a�� ��E ��E 
�- �0�- $ 	+D.5W�	�  $b�.	+� 
K��� ���� [�c+R W��D- $ 1�� [��	� �� 5��K- �� 
D���E .

�K  W��. 
���� ���� [�+`. ���� P�� W���\. +Q� W�� .

� W�K�; [�	 ��E �	 $ �Kd��.� ���+> +� L���� ��	 �� �e��. 5�� $ ����	 +`. �� �� 1	�". 
���� ���� f�

 ��� �+��+� 
D���E �� ����	 �9 g���� $ ���� �	 L�$h; .Z���+� �� 
D� 1�$+�� $� ���d� �� ������ ���� W�+-

 ����K  ���� ����	 i���� ^"� �� �. $� 3+0� $ 	$+��]�� �	 $� ��0�� ��	 �D6� ��d�� $ ���� 
��� $ ����� _�

 ��� 1�� $� F�. 
 ��$9 ��6� ^"� ����9 .1� ��	 ^"� �� 
D���E 3+0� W�+�K����j��d� Ad>�� $� �d� �d�� 

١Abram Noam Chomsky 
٢Zellig  Harris 
٣Massachusettes Institute of  Technology 
٤The Generative Grammar of Modern Hebrew 
٥Quine 
٦Goodman 



��������	 ��
�� � �� �� ����� :����� 

����


���Kd.�$� ��dE +d(�	 
d�6� ��� ����� �	 
���� ���� L�$h; $ L.�	 �� ���	��
+� ��D�� ]$ ���d6R…�	 

	��	 �K��.� $ ���� �� k�"-�� .

E��#�� ��0E �� �� ���� 
D���∑,V,R,S F�d. ��d�� +d��+  i�d��� �	 �d�#�� ��0E W�� �� ��� 
� *�+,- 

�.��	.

( , , , )LG V R S∑=
∑:���� ��"�#� 

V:+��m�� F�. �� +���� �� 
����� ������G

R:���
�� +(.������� ��� �6�> ��#�- $ 3��6�� 1���� ����� $ ����I

3S:���� ��� �6�> ��#�- ��"� ����,�S∈V�� �+M�� 
�,� V

R+�� 3��� �� 
��4(��> W�.��2 �� 
����� ��� �� ������:

u→v
���� u∈ (∑∪V)+ 

 ���� v∈(∑∪V)* 

 

�� ���� ���
�� 
��4(��> W�.��2 �� ������ W�� �d��� 
d� *d�+,- 
"-�+� �6�6� gD� ��).W�a�d; �d� X�d� �� (�	

F$4# 3���u�6��$ �� ������ �� v�
�� W�4(��> .

���S�'�IVG:

G=(∑,V,R,S)    ; ∑={a,b,c}  ;  V={S,A,B}  
 
R={ S →AB , 1 

A→aa ,   2 
 B→bb ,   3 
 A→c , 4

B→b , 5 }

١Variable 
٢Production 
٣Start Symbol 

S
↓

A B ���� ��� 	
��
��� ����� 
↓ ↓
aa     B 

 ↓ ↓
aa    b 

 �� ����� 	
� 
�
�� 	� ���� ���� �
����
� ���� ��� ��� 	�  ! "#$�� "� %����	 
&'(� )� *� "(
&�� "+ , -

�
.� ���  
+) "+ /$.��aab ��
&��  
+) "+ /$.�� .



��������	 ��
�� � �� �� ����� :����� 

����

S���� 
� *�+,- ���� ��� �6�> �� �� ���� 
���- ����,� �� .�� 1+��.� )� �	 ���� ��� �6�> 


��4(��> �� �.�K�� ����� 
��4(��> W�.��2 �6���� �� �+D� ���SW��n- 
��4(��> W�.��2 $ �.	+  
� ��#�- 

���� 
� ��,"- ���� o�
 ���
�� �� 1�� ��#�- ��� �6�> �� ���� 
�.
(�� ��#�- �.���� ���� ���� )� +��+ 

��� W��n- �� ���� ��� �6�>.

���S�'�IVI:���� 
<�+Y �� +�� ���� +��+  

∑={a,b} 
L=a*b* 
GL=(∑,V,R,S)               ∑={a,b},V={S,A,B} 

A,B
�K ��� ���+�m�� �< &8�� �� G����  
�.

R:{S→AB, 
 A→aA, 
 A→λ,

B→bB, 
 B→λ}

↓↓↓↓↓

↓↓↓↓↓

↓↓↓↓

↓↓↓

↓↓

↓

λλ

λ

λ

λ

aaa

Aaaa

Aaa

Aa

BA

S

���S�'�IVp:

R: 
 > g��R<>S�,��<�� >g,R<.�>�6�> <

>���<�>S�,�� <

	��
�>g,R <

��+
�>g,R <

>��� <�>g��R <

q����>��� <

W�<�>��� <

1�� r+R �"�#� +���� 1�� 1��K� s
 �0.9 +�� �� 
a�� ��6��.�.

١Recursive Variable 

S
↓

A B
↓

c bb 
cbb 
+) )� *� "$�� 



��������	 ��
�� � �� �� ����� :����� 

����

}W�<]q��� ]��+
 ]	��
 ]��].{=∑

}>��� <]>g��R <]>S�,�� <]>g,R <]>�6�> <{V= 

}>�6�> <{=S

>g��R<>S�,��<�� >g,R<.�>�6�> <

>g��R<>S�,��<�� ��+
.

>g��R<>���<�� ��+
.

>g��R<q����� ��+
.

>���<q����� ��+
.

W�< q����� ��+
.

��	 
#$ ��� w\K��. �� ��+� ���� 
.�,� $ ������ �� �� �� ���� �+��x ���
�� %�R+� ��+��+  i��.� 

	�K�� 1�.���  �9 ���
�� �	 ���� 
.�,� 1	�� ��0.���.��d�� �+��dx ���
�� *���- �� �	�2 ���� )� +��+  

��� ���"#��+R $ ���� �� ���� 
.$�	 �� 
a��,� ���
�� �.�����. WD�#$ ��� .

���S�'�IVy:W�-X ���� ��+� 1	�� +��+  )� 

∑={eat ,with , the , book ,ali} 
V={S,M,N,Q,p,v} 
 

R:{S→N V
N→D M
v→ p Q
Q→D M
p→eat 

 p→with 
 D→the 
 M→book 
 M→ali} 

 

bookthewithbookthe

Mthewithbookthe

MDwithbookthe

Qwithbookthe

Qpbookthe

Qpbookthe

QpMthe

VMD

VN

S

↓

↓

↓

↓

↓

↓

↓

↓

↓

↓
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����

���� ���� �
�� ��� �� 	�� ���� ��� �� ��� �� !"#� .��� ��%� &� ��� �� �
���% ��%� &� ����'.��� ��(� � �
�� �'�
�� ��) *�� + �� !�(' !% ����' �� ��(�% �� ��%� ��,-�% 	� �.��%� ���% ��(/0 1��0 2��� *,- !3��� ��(/0 4�(5
�� .�� ���

,��6
' ����' �� �� �
�� ��(��#� 	��78 ��.��%�.�� �� !"#� 9�
) 	�� ���:�) ��%� !"#� &� ;�<=0 ���%S%!!"���R

9�
) ,��(0.

���S�'�IVU:���� +��+ anbn- �� ��D�� *�+,.

���S�'� IVb+��+  G�� + � �9 ��� �6�> �� ��� 
� ��#�- �� 
.��� a�� 	�� i$+� b�� + � $bi$+� 

�� 	��a���� 
� ��-�
 	��,- $a$ �� b���� 
� +��+� �� �� �� .abababbaabab        

G: 
���S�'�IVz:

���S�'�IVJ:

���S�'�IVH:

$%$'(��	) , ��� �-�-� 	� 	./	�� ��0� ���� 1

�� �� 	�>�� ��0.��� y	+� ���7- ���- 
� ���	 )���� 
 ��:�; �>�	 Z��� +� ���� 1$+  W��
� ������:(

G–���� 1���2 �� ���IT3    (Type_3) 

I–���� �� g7��� ��� ��WT2  (Type_2) 3

p–���� W�� �� �����$ ��� 4T1(Type_1) 

y–���� ��	$�N� �$�� ���GT0  (Type_0  ) 

١Chomsky Hierarchy 
٢ Regular Language 
٣Context Free Language 
٤Case Sensitive Language 

S→ aSb
S→ab

S→aSb 
S→bSa 
S→ab 
S→ba

L={ω|Length(ω)=3}          S→AAA 
∑={a,b,c}          A→a

A→b ≡A→a|b|c 
 A→c

L′={ω|Length(ω)=3α ; α∈N}        S→AAAS 
 S→λ 

A→a
A→b
A→c

∑={a,b,c}                                S→ABA 
L=(aUb)*cc(aUb)*                 B→cc 
 A→a|ba 

A→λ
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����

��� ������
�� �	 �0.��� W�� 3$��- .�0.��� i��.� +��� �� ��� +- 1	�� ^-�+�� 1���2 �� ��0.��� ���
��.�d>�- �d�

 
��4(��> ����2 s��- ���� ���
�� �� ��D. W�� �� W�� 3$��- ���� W��+���� 	�K�� ���� yW�.��d2 gD� �	 �� ���	 

	+�����>.���� i��.� [�� 1���2�� ��� ]�.�Kd�� q��dN� ��	$$�N� �$�� ���� W�� �� ����� $ $ W�� �� g7���

���"��. ��+2+� �9 OD� 
#$.

0)321( TTTT ⊂∪∪
$%$%&�	�� 1�2	3 	� �	
 

���� W�.��2�2 �� ������ +�� gD� �� 1��:

1 . A∈V, a∈∑ A→a
2 . A,A′∈V, a∈∑ A→aA′
3 . S→ λ ���� ���� �� 56,��λ �D�-��� �	 

���S�'�IVG{:

���S�'�IVGG:

���S�'�IVGI:

��� 	�>�� 1���2 �� +��+  )� g2��< 1���2 �� ���� +� ��+� .,� 1���2�� ��0-��"� �d� ��d� �d����� �� S	�

 �d� ��d0.��� /��	+d; ��+� �� W���� �� 1	����� ��D�� ���
�� W�� $ �.��	 �� 1	�� ���
�� 1���2 �� ��0.��� $ 1���2

	��� 
� ���+R 1���2.

$%$%$�	�� ��� �� ����� �	
 

����� +�� gD� �� W�� �� g7��� ��0.��� W�.��2:

1 - A∈V, v∈(∑∪V)+                 A→v
2 - S→λ ���� ���� �� ��n� λ+ � 

	�� �����\. +��+� 1�(:�� 
#$����� W�� �� g7��� ��0.��� �� �� ������ +�� 1���2 �� ��0.��� .|%&'� L=anbn

n≥0��� W�� �� g7��� 
#$ ���. 1���2 ��.

١Unrestricted Language 

S→aS ��� 1���2 ��

S→bS 
 S→λ 

���. 1���2 �� S→aSb 

 S→λ 

���. 1���2 �� S→Sb 

 S→λ 



��������	 ��
�� � �� �� ����� :����� 

��	�

$%$%4�	�� ��� �� ������ �	
 

��+  W�.��2 ��� +�� F+R �� W�� �� �����$ ��0.��� +:

u→v
u,v∈(∑∪V)+ 


6��D- k+� length(u)≤length(v) 

Y ��E S�u�� ��	 
� ��K. 
6��D- k+� ��� )� �$��� �� +� �4� �K��� v1�(:�� λ	�� ����\. .

�0.9 �	 �� W�� �� g7��� ��0.���λ�����. W�� �� �����$ ��0.��� ������ +�� 	��	 	�>$ .

$%$%56����7� ���� �	./	�� 

�� +�� F+R �� ��	$�N� �$�� ��0.��� W�.��2 $ +��+  �:

u→v u∈(∑∪V)+ 
 v∈(∑∪V)+ 

•'-8 97� 

��	$�N� �$�� ��0.���⊂W�� �� g7��� ��0.��� ⊂1���2 �� ��0.��� 

��	$�N� �$�� ��0.���⊂W�� �� �����$ ��0.��� 

$%4:	��;� &���� ��� �6�> ��#�- F4�.�D� �� 

•}9 	��. �� ��� �	�2 �� ��� 
��4(��> W�.��2 �� �� �#�".	 T�7�������. ��#�- �6�> + ��.

( )6,5,3,1�-�>?�
















→
→
→
→
→
→

abS
bB
bBB
aA
aAA
ABSS

G

)6
)5
)4
)3
)2
)1

:

abab

abS

aBS

ABS

S

↓

↓

↓

↓

	��. �� �� T�7��� �� �6<+� +�x→y���	 
� L���. .

T�7��� 1+��.�S 1 ABS    3     aBS     5      abS      6     abab 

T�7��� 1+��.�:�� �� ��� �� 1+��.�S	�K�� ��
 �6�> )� �� $ i$+� .��#�- 
��� ���� T�7��� 1+��.� )� �	

����� ���7- g��2 +�� ��� ���	 �� �� �.�K��:

G(�6�>I←��� 1�� g�DK- �"�#� +���� �� s7R �� ��� �� ���� 

I(�6�> �"�3←�#�+������ ������� 
��� ���� �.� 1�� g�DK-��+��m����$�" 

١ Derivation  
٢ Sentence 
٣Sentential form 

1

3

5

6
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��
�

•��� A2�$ �9 +
9 �	 �� 	��	 �6�> )� s7R T�7��� 1+��.� +� .����� �� �6�> �"� �� 
.���.

•�.����� �6�>λ���� g2��< �9 S�Y ��E ] �. �6�> �"� ��� ���� �� G���� .

*�+,-:�6�>ω���� �� 56,�� L� +��+  + ��}9 	��. �� �+.9 ����� + � ��� ���L�d�#�- T�7�d�� 1+d��.� )d� �	 

	+�.

ω∈L If  S=> . . .=>ω

ω
∗

⇒S

�T�7��� �
�	 �� 1	����� �6� 

�T�7��� L���. 

���S�'�IVGp:��9ω=aabbabb �� ��n� 
6"2 S�'� �	 L~��� 

s�� �� �+�� 	+� ��#�- �6�> W�� ��+� ������. �� T�7��� 1+��.�S���< �d6�> ��d� ����; �	 ab �d�9 
d� �d��� 

W��+����ω∉L

���S�'�IVGy:[6�> �+��; 56,-(a+b+)*ab���� 
��+� �� .

S→ABS→ABABS→(AB)+S→(AB)+ab→(a+b+)+ab 
$ S→ab 

(a+b+)+ab∪ab=(a+b+)*ab 
��.�� 
� ��#�- T�7��� g�� �N- +��+  W���}9 	��. �� �� ��� 
��� �6�> ������ +��+  ����.

},|{)( ωωω ∑∗ ∗

⇒∈= SGL

���S�'�IVGU:~ ���E +��+  ����∗a

���S�'�IVGb:~���E +��+  ���� 

12	�  
+) *
3 "$�� ��(�4Case tool "� ��
3source ��(�4 �	  
+) 

�

��� 

@A��%� &� !% �� !"#� ���BC D"�0 ;�<=0

EA?�>�-� *��6��)��%� G(� �� H>���(
@A?�>�-� � �� )1�� �� H>��� ��.��%� ��(� �� ��(#J(

S→aS 
 S→λ

S→AS 
A→aa 
A→bb
A→ab 
A→ba
S→λ
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����

�� 
>$� ��� �#�".	 
���-ab 

((a∪b)(a∪b))* 

S→AS→AAS→aabaAS→aababbAS→aababbaa 
 

K�L�@AEM:����' ��%�
















→
→
→
→
→
→

cccC
aA
bbbB
BccB

abcS
ASBCS

G���O P

��:
1) aabbccaabBCCaabcBCASBCS →→→→
2) aaabBcCBCaaabcBCBCaASBCBCaSBCASBCS →→→→→

aaabbbcccaaabbBcccaaabbcBccaaabbccBcaaabbccBC →→→→→
	") ���Q ��

ASBCS →
AASBCBC→
AAASBCBCBC→

M

( ) ( )nn BCSA→

( ) ( )nn BCabcA→

BCbcBCBCan ...1+→

BCbBcCBCBan ...1+→

......1 →→ + BCbbccBCBan

1111 ...... ++++ →→ nnnn cbacbcccbba

( ) { }1 1 1 1 1 1 1... ... : 0n n n n n na bb bccc c a b c L G a b c n+ + + + + + +→ ⇒ = >

S�'� :T�7��� +�� +��+  W���	 r+R ��p =baaaabab ������� �� .



















→
→
→
→
→
→
→
→

abZB
bZZb
aZZa
bZRB
BaaB
BZTB

aTBT
RTS
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����

��:

baaaabab
baaaabZBbaaaaZbB

baaaZabBbaaZaabbB
baZaaabBbZaaaabB
bZaaaZBBRBaaaZBB
RaBaaZBBRaaBaZBB
RaaaBZBBRaaaTBBB
RaaTBBRaTBRTS

⇒
⇒⇒
⇒⇒
⇒⇒
⇒⇒
⇒⇒
⇒⇒
⇒⇒⇒

�� .��=� R"#� ���% ,���aabbab=ω���� �(�� S"�<� TO ?�>�-� �� HU�V .










α→

→

α→

bBBbSB

abAAaSA

BbAS

G :

�� :
K�� TO ?�>�-� aabbabaabbaBaabbSaabbBaaBBaBS ⇒⇒⇒⇒⇒⇒

W�� TO ?�>�-� aabbabaabbaBaabbABaabSBaaBBaBS ⇒⇒⇒⇒⇒⇒

$%5�	� � ��
 <	=->2 	


$%5%&�?	@  �A->2 

1 2 1 2{ : }L L L Lω ω ω− = ∈ ∧ ∉ 

$%5%$B>�� 	� �>(� �A->2 

{ : } *L L Lω ω ω∗= ∈∑ ∧ ∉ = ∑ −

$%5%4C	>�#� �A->2 

1 2 1 2{ : }L L L Lω ω ω∪ = ∈ ∨ ∈ 

$%5%5D���;� �A->2 

1 2 1 2{ : }L L L Lω ω ω∩ = ∈ ∧ ∈ 

$%5%EB=��  �A->2 

1
2 1

2

{ : }
L x y L xy L
L

= ∃ ∈ ∋ ∈ 

���S�'�IVGJr+R �� L1=0*10* $,L2=10*1 �1 2L L = ∅+� �+�� 2Ly∈�- $	 ����	 1

+� $ ���1Lxy∈)� ����	 1W��+���� ��� 2Ly∈∃′

S�<r+R �� L3=0*1 ���	 �����
 :L1/L3=0* �+�� :



��������	 ��
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����

11*0*01*01 Lxyxy ∈=⇒=∋∈=∃
$L2/L3=10*�+�� :

11*10*101*01 Lxyxy ∈=⇒=∋∈=∃
�,�%���� ���� ���7- g�� �N- 1���2�� ��� ������ Z&� �� �� ����
 ���Q .

�<	(/ 

�Z&�Type-0 ��� ���� g�D� 4�� S���� 
(�� �N- .

�Z&�Type-2 ��� ���� @�+��� $ g�D� 4�� S���� 
(�� �N- .

�Z&� Type-3 S���� 
(�� �N- ��� ����.

���S�'�IVGH���� r+R :

1 {0 1 2 | }, 2 {0 1 2 | }, 3 {0 1 2 | or }m n p m n p m n pL m n L n p L m n n p= = = = = = = 

L1 W�� �� g7��� ��0.��� S�M-� �� ������ �� 2* $}0|10{ ≥nnnOd; 	�$9 �d�	 �d� L1 W�d� �� g7��d� 

��� .����L2 $ ��� W�� �� g7��� 213 LLL ∪=O; L3 ��� W�� �� g7��� �� .

}|210{21 pnmLL pnm ===∩Z&d� �d� �d���� ��Kd. �7. S�'� W�� O; ���. W�� �� g7��� ��

���. ���� @�+��� �N- W�� �� g7��� ��0.���.

+��+  �	 
6�� ["�> ��G=(∑,V,R,S) 	+� 
��+� �� �#��� $	 ������ :

GV���n� [#���G�$� �� ���� W���	 +R �� �� 
�,� W�� ��∑���� W�� ��9 �� 5,��LG)~+�
 �� ��� 

IV��4�- [#��� I�� �+.9 ������ �.�(E ���� 56,�� ���� �� �� ���� + � �� 
�,� W�� �� S	�$9 ���� ~

���+��+  �	 ���n� [#��� Type_0 �+�  ���M- g��2+�} pgd��2 W�d� �d� ���d��$ ���+��+  �	 ��� ��� 

��� �+�  ���M-.� �� g7��� ��0.��� �	 �d�E A��d- �9 ��d�� $ �d�� �+d�  ���Md- gd��2 �+��d; 5d6,- � W�

 �� �6�>y��� 
8
 A��- W�� �`�� ���+��+  ��+� 1+
X�� $ ���"�� .

���S�'�IVI{���� ����.�K. Type_2 ���. ���� g�D� �N- .

+ � ���D�� 1	����� *6
 ���+� �� 3�"Q� ��+� 

22,122,1
22

TLLTLLif
TLTL

∈⇒∈

∈⇒∈

���D�� r+R S�<213 LLL ∪=3��M��� �	 23 TL ∈����	 $:

221)21(3 TLLLLL ∉∩=∪=S�'� �	 �+�� I—GJ ���� ��	�	 ��K. Type_2 @�+�d�� gd�� �dN- 

���. ����.

١Membership Problem 
٢Parsing Problem 
٣Undecidable 
٤Polynomial  
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����

$%E:	��;� 6F
� &

� L���. F$	 1�� T�7��� �
�	 �� 1	����� �.+�  
� ��+2 1	����� 	��� W�.��2 F��� �D��� �� +`. C+� T�7��

��� .
� ����  ��&� W�.��2 �E ��� �� �� 1+  �9 �	 �� ��� ^-+� �
�	 )� T�7��� �
�	 �:� $ �.��


� 1	����� $ L���. g��2 
�<�+� W���� s��- $ ����� ��.�2 �9 ���� ��� 1+  )� �������� .

G–��� +  ��}9 	��. T�7��� �
�	 �K�� :S

I–��� +��m�� )� C+,� �
�	 
6
�	 1+  +� :V

p–����� 
� �"�#� +���� C+,� �
�	 ��0 +� �� 
>��
 ��� 1+  .

���S�'�IVIG:A→abABc 

���S�'�IVII:

S → A S B
S →A B

 A →a
B →b

���� �� �E �� �0.9 �8� �� �>�- �$�� �
�	 ��0 +� L����;.$ �d��+� �E �� �
�	 ��0 +� L����; 
�,�

	�� 
� ��#�- �6�> �0.9 �8� �� g7���.

G	H� :[��� T�7���w = aabbaa �
�	 $ ������� +�� +��+  W���	 �� �� ���� ��� �� �9.

baSSSbAA
aaASS

R

SRASbaG

||
|

:

},},,{},,({

→
→

=

��:

aabbaaaabbaSaabASaSbASaASS ⇒⇒⇒⇒⇒

١Derivation Tree 

A

a b A B C
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S�'�IVIp:+��+ G��� r$+�� +�� W�.��2 �� :[6�> �"� ��+� �� T�7��� �
�	 abBbB O�� $ ���� ��� 

[6�> ��+� �� g��� T�7��� �
�	 aabbbb   � ��� ���.









λ→

→
→

AB
bBbA
aABS

��:

R"#� ���% H��) ?�>�-� � �� �aabbbb��� *,- *��� ��=� ��� ��:

��d�� 
d� q�d\�.� �� 1�Kd. 1	�	 s�d� +d��m�� )� T�7��� �
�	 ��#�- ��+�)%&'d� A(W�.��d2 �� 
dD� O�d� $

A→ α1,α2,. . . ,αn+�� ]1	+� q�\�.� �� 	�K�� ��#�- +�� �
�	 :

T�7��� �
�	 �	 1�K. 1	�	 s�� +��m�� W�+- �E ��� �K��� + � )�8� �� g7��� (	�� q�\�.� s�� ��+�

�E T�7��� �
�	 T�7��� �
�	 3��M��� �	G	��	 F�. .

���� T�7��� �� + � S�<I�� �
�	 
#$ �� ����
 3$���� �� �6�> +���� ��#�- ^�-+- ��$+� %&��� �9 T�7� 

�� ����
 �E T�7��� �
�	 ��"�.

���� S→ASB→ASb→AABb→AAbb→Aabb→aabb 

 �E S→ASB→aSB→aABB→aaBB→aabB→aabb 

 

١Left Derivation 
٢Right Derivation 

A

α1 α2 α3 … αn
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����

S

A S B

a A B b

a b

���� 
� �+8� 1���2 �� $ W�� �� g7��� ��0.��� �� �>�- �� �� T�7��� �N� ���	� �	.

��(#� T�7��� ��9 �� ����� 	�K�� �+8� ����� �	 �� 
#��B� W�� �� g7��� ��0.��� 1	$�N� �	 ~ ��� )����

��� 
��� ���; W�-X $ 
���R g'� X�� �8� ��	$�N� �$�� ��0.��� 1	$�N� �	 
#$ ��� �"'� ���;.

��� W�� �� g7��� ��0.��� 1	$�N� �	 T�7��� g�� F��.� ��+� 
�����(#� ��#�- C��.

>�� ���+��m�� W�� �� g7��� ��0.��� �	 W�4(��> �� �.�K�� 1	�	 s�� �� �� g7��� �6�> �"� �	 	�

 	���. �6�> �"� �9 +���� +��� +� �+�Q�- �6�> �"� �	 +��m�� )� W�
�� W�4(��> $ �.	+  
�.���+��m�� 
�,�

����  ����\. 
��0. ����. �	 
����� 
��4(��> W�� ^�-+- $ �.�� W�4(��> ���< ���� �6�> �"� )�.

���'� S�IVIy:

S→ABS
 S→m

A→aA
 B→bB
 A→a

B→b

S→ABS��� W�� �� g7��� ��E ����� W�4(��> �� F��� ��\. �� 	���. 
-$��- f�� $.

S�'�:��� r$+�� +�� +��+ :

SSSSG |)(|)(: →

[6�> ��9w= (((  )) (  )) ��� 1�� 
��. T�R +��+  �� ~

��:9����% ?�>�-� � �� �� �� �(%�� R�-� ,��% K�(� 1�� !% X��C ���% .

( )
( )
( )( )
( )( )( )

( )( )( )( )
↓

↓

↓

↓

↓

S

SS

SS

S

S
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����

$%I:	��;� �>2 ��F	� '0=;	� 

����d� �6�> �"� +(�	 ���+��m�� W�� �� T�7��� ���	� ��+� +��m�� )� q�\�.� �0> �	 �� W���� ���� ��D��� ��+�

 	+�.

��.� /$�~���E �6�> �"� �� +��m�� q�\ 

��d� 1���d�� ���d��� 	���d. ��� ����. �	 �+�Q�- f�� �6�> �"� )� ���+��m�� q�\�.� �� ��D. W�� �� �>�- �� 

	+� q�\�.� �6�> �"� s�� �� T�7��� ���	� ��+� �� �6�> �"� �	 +��m�� W�+- �E.

$%I%&J�
 �-># �K; �� �==L�� M	N�/� G����� �	
 

O) :	��;� 
�&	�� 
� 1	�	 s�� �6�> �"� �	 +��m�� W�+- �E ��� 1�����.

�	6��
 :	��;�$	�� 
� 1	�	 s�� �6�> �"� �	 +��m�� W�+- ���� ��� 1�����.

L���. �+Y 

L.M.D=( ��.�2 1����� ������R���� )

R.M.D=( ��.�2 1����� ������R���� )

�6�> )� ��#�- ��+� ��� WD�� �d��� ��d��	 	�>$ +��+  �� ���� ���� �� �E T�7��� ��E .S$��d�� �d�� W�+d-

��� �E T�7��� ]T�7��� /$� .����� ��#�- g��2 �E T�7��� s��- ���� )� ��� �6�> 
���-.

���S�'�IVIU:��� r$+�� +�� +��+  .[d6�> ��+d� �� �dE $ ���� T�7���aabb O�d� $ �d��	 ��Kd. 

��+� �� T�7��� �
�	���� ��� �6�> W�� .









→
→

→

bB
aA

ABASBS
G :

��:
aabbAabbAAbbAABbASbASBS →→→→→→���� 

aabbaabBaaBBaABBaSBASBS →→→→→→TO 

١Left Most Derivation=L.M.D 
٢Right Most Derivation=R.M.D 
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����

�,- ���W�� �� $ $	��� ������ �E T�7��� W�#$� �� �9 �	+� r�� $ �E +�} T�7��� W�#$� W��,- �� ^�-+- W���

����� �E 
(�� �� ���� 
2�7���←(1,3,1,4,2,3,4,3,4) 

S�'�IVIb:��� r$+��+�� W�.��2 �� �+��+ :









λ→

→
→

AB
bBbA
aABS

R"#� ���% ���� ?�>�-� &� � TO ?�>�-� &�abbbb,���(
% .
��:

[ ] abbbbabbbbBabbBbbBabAbBabBbBaABSDML →→→→→→=..
[ ] abbbbabbbbBabbBbbBabABbabABbabBbaAaABSDMR →→→→→→→→=..

$����	 j6� �#�< �	:

L

R

if S then S

if S then S

ω ω

ω ω

∗

∗

 → →


→ →

G	H� :	��\�� �KE �� +��+  )� T�7��� �
�	 �� 
K\� �	 +�� gD� .	�>$ %���4#� ��.�2 F��� +��+  W�� �	

~	��	 
badbAbSABScBSbASa ,),))) →→→→

��:!
��' ����-Y c	� ���� ,-�%.

$%I�	.�� &����� 
� 

+��+  G� ��� �0"� �6�> ��#�- ��+� + )(GLx∈����� ����	 3$���� �E T�7��� �
�	 $	 g2�X .

���	 ����
 	�>$ T�7��� �
�	 )� s7R $ s7R �6�> +� ��+� �0"� +�} +��+  �	 
�,�.

����:���	 ��K. �� +�� +��+  �	 F�0��.









→
λ→

→

abS
S

aSbS
G :

��:!"#� ���%ab�� ��	� S"�<� TO ?�>�-� � ��� ��=� ��(0.

�Ambiguity 
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��	�

�
�	 �6�> 
#$ ���D� �� ��-$���� �� .�d0.9 ���,� 
#$ ����� 
D� �
�	 $	 s��- 1�� ��#�- ��� �6�> 
�,�

��� 3$���� !����� �a��� �� ���� �� 56,�� �6�> +� �� 
a��D� +���- �+��� ��� 
�0� 
 h�$ �	�� �0"� +�} .

���S�'�IVIz:���	 ��K. �� +�� +��+  �	 F�0��.

1) If St If Bexp then St Else St− →  

2) If St If Bexp then St− →  

StIfSt −→  

CBASt →

1 2Bexp B B→

��:R"#� ���% Then If  B2 then A else B If  B1 	�� S"�<� ?�>�-� � �� �� ��(0 � ��� Z��#
	#� ;<=� ���� ��� 9.7� �"��[#) ,�� �� !"#� 1�� ,-�%Else W�,) !% W�� if���� D"�0 .

K�� ?�>�-� � ��:

W�� ?�>�-� � ��:

�d�� 
,�"Y ��0.��� �	 S��,� �M�M
 )� F�0�� �� 
(�  ����� �E �� T�7��� �� ��E�. 1���2 �� ��0.��� �	 

�� /$� �� ��	�K�� 	��
+� �9 �� �� �.�  �.+d��m�� )d� �d0�- �6�> +� ��+� ���� ��E ����� ���.+� ��0.��� �	



��������	 ��
�� � �� �� ����� :����� 

��
�

$ S	�d,� gDd� )d� �d� +��+  
���. 1���$	 �� ��D��� ^6}� $ ���� AR� ���� ��D�� �< �- �� F�0�� ���� ����	 	�>$

	�K�� F��.� P�  +�}.

%�-�	 �0.��� �� 

+��0"� G'� $ ����� 	��\�� �KE �� +�� �	 ��	 W�� �� 
#�:

���S�'� IVIJ}0,|3210{}0,|3210{ >> nmnm mnnmnnmm U

G	H� :��� �0"� +�� +��+  ���� ���Q.

baEEEEEEG ||)(|*|: +→

��:R"#� ���% bbaw += *��� ��=� 4��\�� ?�>�-� � �� �� ��(��� .

$%P�=;	� Q�*  O) :	��;� R	�� �� :	��;� �>2 ��	� �=K; 

��� �+�  ���M- 1	����� 	��� ��.�2 q�\�.� �	 ���� �����(#� W�� .C�+  F�. �� �� 
R�+  �����(#� W��

 ��D�� ��#�- Z��;.��� �6�> �"� )� �
�	 W�� �� 1+  +� ��"� 1+  ]S)+ ��}9 	��. (��� .�� �"# +�

��� 1	+� g��"- +(�	 �6�> �"� �� �� �6�> �"� �� ��� 
.�.�2 C+,� C�+  .�6�> C�+  
.���; ��� 1+ 

 ����� �� .�6�> ��#�- ��+� �����(#�ω��� 
� C�+  ��#�- �� F��2� .�� ��D�� ���; ���	� ��7.9 g�� W��:

G(ω� 1+  )� ����,� 	�� +��x C�+  �.��#ω��� �+��+  ���� �� 56,�� .ω∈L(G) 

I(�.�� ��#�- +��+  ���� ��� �6�> ��6� 
�,� 	�� *2��� &��� C�+  ��� .WD�#$ω�	 	�K. +��x 

3��M���ω∉L(G) 

� *�+,- C�+  ��� S+��� ��+� 
�4�.�D� ���� �0.��� �	�� 
������. $ C�+  ��#�- ���4� �� �>�- �� 	+ .

��.�K�; F�0�� Z��� +� 1	����� 	��� F4�.�D�I	�K�� *�+,- .

�Inherently Ambiguous 
٢Prefix 
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����

G(�6�> �.�K�; 


� �6�> O; �.��-n+1 �� ���� ����	 �.�K�; n��� �6�> �9 +���� 	��,- .

I(���. �6�> �� �� �6�> �"� �.�K�;:

ω=α
1

Aα
2
⇒α

1
∈∑*

α
1

�.�K�; ω$ ���A�> �	 +�m�� W�+- �E ��� �6

	��	 �.�K�; )� s7R $ s7R ���". �6�> �� �� �6�> �"� +�.

�	�� 
� *�+,- �.�K�; F�0�� Z��� +� 1	����� 	��� F4�.�D�.

"1+ u�.�K�; �� ���� 
� �,��- 
-��� �	 Z��; C�+  �� u�� ��.�K�;ω���� "�� �����(#� 
<�+Y ��+�

	�K�� 1	����� *�.

$%S�*7/ �=-7  &

�	 ��N. g�6N- [6<+� ]	�K�� 
��+� �����	 +`. �� �	$�$ ���.+� .�� �	$�$ [��.+� +���; �� ��N. +(6�6N-

W��- �� �� �#�".	 gD� �� ������ ]���� +��+  [6���� �.����� �6�> W�� ��9 �� ��D�� W��,- $ 	+�(�� +�D�� ��

~+�
 �� 	�� ��#�- +`. 	��� ���6N- /$� i�. �� 
6� ��Y 	��	 	�>$ ��N. g:

GV
���� /$�I
� ��� �+��+  i�. +� �� 
#$ ���. 9��� ����E �� ���.

IV/$� W�a�; �� X�� ���p

pV/$�X�� �� W�a�; ���p

/$� ��4�- �
�	 W�a�; �� X�� ���U
#�< �	 �.����� W�a�; �� X�� �� �� � X�� �� W�a�; ��0�$� ���g�� �.$��$

 �
�	 
�,� ���D�����D�� ��#�- X�� �� W�a�; �� �� ��4�- .F�2 +� �	 $ ���� �� �E �� �� �	$�$ /$� $	 +�

���D�� 
��+� �� W��- )� �0�-.

١Syntax analysis 
٢Universal 
٣Top-Down 
٣Bottom_Up 
٥Parse Tree 

β1 β2

ω = α1α2α3 α4….αn → ω= β1β2

ω:������ β1

ω = α1α2α3….αn → ω= λβ2

β1 β2

	
� ω������ λ= β1

������ n+1  β1=λ
β1=α1

β1=α1α2

.

.
β1=α1α2…αn
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����

$%S-&�=T	� �� !	� U�"V  


a�> 
; g�� F$4# 3��� �	 �.���� ���� W�a�; �� X�� +���; )� 
6� �#�< �	b��	 F��.� �� .+���; 
�,�


��+� �	��� 
��+� �� +��+  �� +(�	 �� 1���2 $ 		+ +� ^7� �� �6<+� )� �� ��D�� ���; ���. �6�> )� .�-

�	$�$ [���]���� S�"2 g��2 +��+  ��+� .	�	 F��.� �8
 $ 
,� �� ������ 
6� �#�< �	 �� ��N. g�6N- g��

����. �� �.�� ���� 1	��; $ 
<�+Y �� �.�(� ��+���; ��� +�0� WD�#$����� �����. 
a�> 
; �� .�.�(��� ��

������. F��.� �� 
a�> 
; g�� �� ��+��;]�(K��; +���; 7	�K�� ���  .�.�M�+< gD� �� ��+���; 

+�8g�� 

���D��./+��  ��D�� +(�	 �D���(�� �0�- $ ������ /+��  ��D�� �< �- �� ��4�- �
�	 W��- �R���	 �� 
�,� 

��. 	�>$ Z��; �
�	���D�� ��,� W��- �R���	 �� F��2� 	� .

$%S%&%&	0.� 
� �=T	� �� !	� �� R
	� W��� 1�008 �=X*  ��
	� 

�����(#�Pars1 �� 
�,� W�a�; �� X�� �� �� Z��; C�+  S����� gD� +`. 	��� �6�> ��� ��.�����(#� O; 

	�K�� 1����. W�a�; �� X�� �� Z��; C�+  ��#�- .C�+  +(�	 C+Y �� W��+���� 	+�(�� gD� +8� �� +8� Z��;

 �����(#�Pars1��� W�a�; �� X�� �� �8� �	 Z��; C�+  1���� ��#�- .C�+  �	 1+  W�+- 
���2 �����(#� W�� �	

���	 
� s�� $ ���D�� )E �� �.�K�; k+� $ ���� 
� q�\�.� ��.

Procedure pars1(G=(∑∑∑∑,V,R,S),ωωωω)
{ G is  a  Context Free Grammer  } 
 Queue   Q 
 Creat(Q) 
 Insert(S)         Places string at    of Queue    
 Repeat   
 DEQ(u)      Returns item at front of Queue & deletes it 
 If u=α

1
Aα

2
, α

1
∈∑* Then 

 If α
1

Is a prefix of ω Then 

 For every rule r:A→x Do 
 Apply  r to u   produce α

1
xα

2
Insert(α

1
xα

2
)

End_For 
 End_If 
 End_If 
 Until (u=ω Or Is_Empty(Q)) 
 If u=ω Then  
 Return(‘Success’) 
 Else 
 Return(‘Failuse’) 
 End_If 
End{Pars1}    

 

����\. ���� �� 56,�� �6�> 3��M��� �	 ���� 
#�
 *� + � �6�> �"� )� W�R+  ��+� *� �� 
�����	 F�(��

	��.

٦Back -tracking 
٧Predictive 
٨Greedy 
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mmMM

bbBB

aaAA
AMS
ABS

→

→′

→′

→
→

:5

:4,4

:3,3
:2
:1

���S�'�IVIJ:���� ���D�� r+RAE G�+��m�� )� �� 
c��� ��� 3��"� g��b��-�+;� $+$ ���4�.�+; $

���� ���� .s��- 1�� ��#�- ��� ����AE �� ��-��"� (b)+b,(b+b) ,(b) , b 

AE: V={S,A,T} 
∑={b, + , ( , )}         
R: 
1) S→A
2) A→T
3) A→A+T 
4) T→b
5) T→(A) 

 
Z��; 3��"� �����> �
�	(b+b) �����(#� �� 1	����� �� Pars1��� 1�� 1	�	 ��K. +�� �	 .

?�>�-� ����C ]�(0 *,- *,��(  ����� 
AS → λ

T→ λ
( )A→ (
( )TA +→ (
( )TT +→ (
( )Tb +→ +b(
( )bb +→ ( )bb +

�Additive Expression 



��������	 ��
�� � �� �� ����� :����� 

����

���S�'�IVIH:��+�(� +`. �	 �� +�� +��+  :











→
→
→
→

bB
aA
AaA
ABS

���� r+R + �w=b ����(#� ���� �pars1
�. �0�.� �����!

	�� j�. *2���!

�� ��K. S�'� W�� �����(#� �� ����Pars1 ���� ����\. �0�.� �� �K��� .3X�d< �����d(#� Wd�� ��+� ������ W��+����

�R+  +`. �	 ��&
 ��8� �� +��:

)(GL∈ω
	�K�� *2��� )(GL∉ω

pars1 

	�K��. *2��� )(GL∉ω

S�'� :Z��; �����(#�1[��� ��+� �� ( )b b++��+  �� 1	����� �� g"2;����� L��� .

��:

+���; s��- 1�� 1�.��
 �	$�$T�7��� 

λAS →

λTA +→

λTT +→

+bTb +→

(+b( )Ab +→

(+b( )Tb +→

( )bb +( )bb +→
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����

��� �
�� $ 5�� �	 C�+  ��#�- W�a�; �� X�� �� Z��; C�+  ��#�- +(�	 /$� .�.�K�; k+� �� �� /$� W�� �	

��� S+��� ��+� ���D�� 1	����� C�+  .��K; 1��� �� �����(#� 
<�+Y ��+�G���� 
� 1	����� .1�� ��#�- �����(#�

 ��Pars2 W�a�; �� X�� �� $ 5�� �	 C�+  1���� ��#�- �� ����. 
�I��� .

	+� ���� 1	��; �� +`. 	��� C�+  ���- 
� ��K; �� 1	����� �� .� gD� �� C�+  �#�< W�� �	 $ g�DK- 5�

	�� 
� g��D- .�� �`N# +� �	 ��K; �	push  �� $pop  �� W�.��2 ������ $ �6�> �"� 
�,� +���� �� �$� )� 

	�K�� 1+�
e �.� 1�K. 1	����� ���� $ ����� S���� g��2 �6�> �"� �	.

�� 1�+�� �� ��7� 1	+� S���� �� �0.9 �� 
D� ����� 	��� W�.��2 ������ + � ��K; �	 �Y��+� �6�> �"� 1+d�
e 

���D�� .q�\�.� 1+  W�+-���> S$� 	�K�� 1	�	 s�� C�+  1+  W�+- ���> X��,� 5�� �	 Z��; C�+  ��#�- �	

	�� 
� 1	�	 s�� O�� ] 1�� )E $ 
��+� �.�K�; k+� ] 	�K��.

Procedure pars2(G=(∑∑∑∑,V,R,S),ωωωω)
Create(st)      or  push(st,[s,0])                  {st: Stack top 

}$0		+  	���� +��� �	 ��,� _+  �- 	�K�� S���� �6�> �"� �� �� ��� 
.�.�2 1���� .

Push(st,[S,R])              Push(st,[S,{r|r:S→k}]) 
 Repeat              { 	�K�� ���> �
�� W�
�� �� +���}

Pop(st,[u,rules]) 
 Flag=false 
 Repeat 
 If u∉∑* then let u=α

1
Aα

2
, α

1
∈∑*

If α
1
Is a prefix of ω then  

 If there is not a r:A→x in Rules then  
 Flag=true  else 
 Remove  r  from rules 
 If rules<>{} then 
 Push(st,[ α

1
Aα

2
,rules]) 

 End-if; 
 Apply   r:A→x to u and generate  
 u=α

1
xα

2
rules=R  

}W�.��2 ������rule �	��� W�.��2 ��6� �� set �.�K�� .{
Let u=α′

1
A′α′

2
, rules={r|r:A′→x}                                 

 else flag=true 
 end-if;  

 ��	 s�� �� +��m�� W�+- �E ��� �� ���� �����. 	�>$ 
.�.�2 
�,� { }
else flag=true 
 end-if;  
until (u∈∑* Or flag) 

 until (u=ω or Is_empty(st)) 
 

١Stack strcture 
٢Top to bottom 



��������	 ��
�� � �� �� ����� :����� 

����

���S�'�IVp{:��+�(� +`. �	 �� +�� +��+  

bB
aA
aAA
ABS

→
→
→
→

:4
:3
:2
:1

�D.9 r+R �� (ω=aab) Z��; �����(#� L����; ���� I��� W��E :

aab 123
aaB 124
aAB 134

Pop2 ab 123
Pop3 aB 124

AB 124
S 234

Pop1 S 1234

�� �6�> �"� +(.��� S$� ���� �6�> �� %����0. �� �� ω=aab W�.��d2 1���d� _����.�Kd. F$	 ���d� $ 	�K�� ��


 ��R+. ��D� )� W�.��2 _���� �����R� ��� (���.

���#�- �� ���. 	��� ��� �6�> �0�- 5�� �	 C�+  
#$ ��� 
� ��#�- �� �� �6�> ��� ��0; �	 Z��; C�+  

��D�� .

�Z��; �	 I�.��� �� Z��; �GF�� �� $ 56,- 3��� �	 + � 
�,� � 	��	 ��D�� 
������. [76< 	�>$ 

Z��; �����(#� �	 ��"#� �� 	��	 	�>$ ��D�� W�� 56,- G�� �6�> 56,- F�� 3��� �	 �0�- ��D�� W�� 

	��\�� �KE .

���S�'�IVpG:��+�(� +`. �	 �� +�� +��+  

bB
aA
AaA
ABS

→
→
→
→

�D��� r+R �� w=ab Z��; �����(#� L����; ���� I�d� �d���
 
��d����. [d76< �d� +��� �6�> W�� ��+� .

Z��; ��+� �� +�� 3X�< ������ W��+����I	+� ��&
 +�� gD� ��:
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����

)(GL∈ω
	�K�� *2��� )(GL∉ω

pars2 

	�K��. *2��� 	���. 	�>$ �#��� ��+� 
���> .

2 gDK� �	+� C+Y+� ��+� �� +d���; �����d(#� �dD��� 
dD� ��+�� +`. �� g< 1�� $	 
������. [76< �	 W�R+  ��+

 ���� +`. ����- $ �&�� +��+  W�.��2 �	 �D��� �+(�	 $ ���� r�� .

���� :( )( )b^��C 9���(
�� �% ��@,�
) Z��#�C ��� ����' �% .
��:

?�>�___-� !�=C 

AS →[ ]1,S

T→[ ]2,A

( )A→[ ]5,T

( )T→( )[ ]2,A

( )( )A→( )[ ]5,T

( )( )T→( )( )[ ]2,A

( )( )b→( )( )[ ]4,T

$%S%$!	� �� �=T	� �� ��"V  

���+���; G$I�d6�> �� +  ���9 	��. �� C�+  _���� ��#�- )( ω
∗

⇒S+d�� �	 �d� 
a��+d���; �	 $ ����d�

 1� ��	 �� ����
 �N� +�� �	 �0.9 1����	 �����d\� �d6�> �� �d� ��d���+� r+dR 
�,� � ��D�� ���; +��m- 
�� 

�����+� + ��}9 	��. �� Z�D,� ��Y.

procedure pars3(G=(∑∑∑∑,V,R,S),ωωωω)
create(q) 

 Insert(q,ω)
Repeat 

 Deq(Q,u) 
 If  u<>S then  
 For Every reduceable substring α of u do 
 Let u=xαy

For every rule r:A→α do                         
 Apply  r  to  u  and generate xAy   
 Insert(Q,xAy) 
 End-for 
 End-for 
 End-if 
Until (u=s Or Is_empty(Q) 
If u=s then return(‘success’) 
Else return(‘failure’) 



��������	 ��
�� � �� �� ����� :����� 

����

�; C�+  1���� ��#�- ���+���; �	 ��d�� +�� +� ��$ 	�K�� q�\�.� C�+  �	 1+  W�+- 
���2 ]X�� �� W�a�; �� Z�

 	�$9 
� 	�>$ �� ���> 1+  )� ��	 L��� �� ���� +�� W�� �.����� �� 
.�.�2 +� $ L��� g��2 .i�. W�� 

X�� �� W�a�; �� $ �.� 1�� 
<�+Y ���� �� T�7��� ��+� s7R ��+���;G����� .

���S�'�IVpI[6�> L����; w=(b+b)   i�. +���; �� �� pS�'� W�.��2 �+� ��D� �� IVIU����� ��K. :

AS ⇒
T⇒
( )A⇒
( )TA +⇒
( )bA +⇒

( )bT +⇒

( )bb +⇒

�+��- :�6�> +��+  �	 �D���(��S→λ S�$� W�� ���� ����	 	�>$ G+d � $ 	+�(�� ��+2 
����� �. �76< �	 

[76< ��D��� 		+  ��� /	�\� �,�$ 	�� 1	�	 �"�. �+(�	 +�m�� ��+��m�� ���	 ����
 	�>$ 
������. 

S�'�IVpp�� +�� +��+ ��+�(� +`. �	 :���� ��+�bω =Z��; �����(#� �� 3���� L����; �� +��+  .

bB
aA
aAA

S
ABS

G

→
→
→

λ→
→

:

�Y:b�D�a��.9 �� $ 	��	 L��� g��2 ���� +�� $	 ( )b L G∉� W��+���� Z��; �����(#3��+2 
������. [76< �	 

	+�(��.

���D.:�	pars3 $ ���". ���� �� 56,�� �	$�$ �6�> �D���(�� S→λ �	 R%�,82 ���� 	�>�� �76< �	 

	+�(�� ��+2 
������..��.�2 ����� �� �.�  �� �� ��� W�� g< 1�� W��+����S→λ �6�> ��#�- �� �0�- $ �0�- �� λ

	+� +MN�� .	+� 4��+; ���- 
� 
������. �76< 	�>$ �� 3��� W�� �	.

١Bottom -up 
 



��������	 ��
�� � �� �� ����� :����� 

��	�

���S�'�IVpy��.�2 �> W�� �	 S→λ �6�> ��#�- �� �0�- $ �0�- �λ��� 1�� +MN�� .

S→aSb 
S→λ 
S→ab 

 

S�7�.� /$� �� W�a�; �� X�� �� ��4�- +(�	 /$� )�–L��� I��� F���� .Wd�� �	 [d�4�- OdD� /$� �d� �d� X

	�K�� F��.� W�a�;.�d� $ 1�d� ��}9 �0 +� �� ��4�- �
�	 �
�� $ ��D�� i$+� �	$�$ [��� �� �� ^�.+- W�� ��

	$+�� L�; �K�� ���.�����(#� �	 pars4 1	����� ��K; �� �9 �
�� ��+� $ 	�K�� g�DK- 5�� �	 Z��; C�+  

���D�� .
��- �� 
������ �� $ 1+�
e �� �6<+� +� �	 [u,v,rules] 	�K�� 1	����� .uL��d� �	$�$ �6�> �� 
K\�

 ��� ��R��.u∈∑*$ ���� L��� ���� �� ���"�� �	$�$ ��7� rules  
#�d��< L��d� ��+� �� ��� 
��.��2 ������ 

����.��;u	+�(� ��+2 1	����� 	��� �.����� .α
2

�6�> �"� ��+� u=α
1
α

2
�.��; (suffix) �d��"�� .1+d  +d� ��

 gD� �� C�+ u,v,rules��� .�� ��.��; + �u�� ��.�2 )� g2��< s��-rules �� ��.�d2 Wd�� ���� L��� g��2 

�� ����rules  
��- �� $ 	+� C�< u,v,rules  	$4R� ��K; �� �� ���> �� .uL��d� 
��\�.� ��.�2 W�� +�Q�- �N- 

�� g��"- $ ���� 
�u′gD� �� ���> 1+  $ 	�K�� u′,v,rules		+  
� ��#�- .

♦�� ��.��; + �uZ��� +� rules ���". L��� g��2 :

G–+ � x<>λ+M�� W�+- �E ��� v�nd� W�+d- ���� ��� �� $ ��> �9 �� u$ 	�Kd�� gMd�� rules=r 

�� ����
 .+ � 
�,�v=av′	�K�� �6�> �"� ua,v′,r �� g�� W�� shift  ����  .W�� g�#	 W��0� 
��d  �� +d���;

 3�2$�Shift-Reduce-parser����(�� .

I–+ � v=λ+ � 3��M��� �	 u=s �d87. Wd�� �	 C�+d  �d�� �d.+  $ �d�� 5d6,�� ���� �� �	$�$ �6�> ���� 

		+(�� 
������ ���> 
��- �� ��K; �� $ 	�K�� *2��� .���"��. ���� �� 56m�� �6�> ���� 
#�
 ��K; �:.��E.

Procedure pars4(G=(∑∑∑∑,V,R,S), ωωωω)
Create(ω)
Push(st,[λ,ω,R]) 

 Repeat 
 Pop(st,[u,v,rules]) 
 Flag=false 
 Repeat 
 If a suffix of u can be reduced using rules  then 
 Select r from rules r:A→x

Let u=αx
Push(st,[u,v=rules-{r}]) 

 Reduce u using r and generate u=αA
Rules=R 

 Else 
 If v=λ then flag=true 
 Else 
 Let v=av′

u=ua 
 v=v′

rules=R 
end-if 

 
٢Shift - Reduce 
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��
�

end-if 
 Until(flag) 
 Until((u=s & flag) or is_empty(st)) 

If u=s & flag then return(‘success’) 
Else return(‘failuse’) 
End-if 

End{pars4}

�����". �� ���� 56,�� ���� �� �6�> �:.��E �����(#� W�S→λ∈R )(	+d�(�� ��+d2 
��d����. �76< �	.�	

f�d� �d��� C+dY �	 W���d}9 g"�d� 
d�,� ��� W�� �� g7��� +��+  	�K�� r+R �� �����(#� W�� 
���-

	+�  
�. ��+2 �� 1���2.

��.��; :�"� +� �	 $ ��� �6�> �"� �.�K�; C&
+�	��	 	�>$ �� �6�> .

u→α
0
α

1
α

2 . . .
α

n
���.��; 

λ
α

n
α

n-1
α

n
.
.
U

���S�'�IVpU:��+�(� +`. �	 �� +�� +��+  :

1- S→AB 
2- A→aA 
3- A→a
4- B→b

S λ
AB λ [2,3,4] 
Ab λ [1,2,3] 
AA b [1,3,4] 
Aa b [1,2,4] 

Pop4 Aab λ [1,2] 
Pop1 AAB λ [2,3,4] 
Pop2 AAb λ [1,2,3] 
Pop3 Aa b [1,2,4] 

A ab [1,2,4] 
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����

S�'�IVpbZ��; �����(#� �� ���� r+R yS�'� W�.��2 �+� ��D� �� $IVIUT�7��� �����\� (b+b)������ �� 

[S,1] [S,0] 

[A,2] 

[T,5] [T,4]  

[(A),3] [(A),2] B

[(A+T),2] 
[(T+T),4] 

[(T),5] [(T),4]  

[(b+T),4] ((A)) (b)  
(b+b)  

:	ZZ��;� �ZZZZ�[� 

S⇒A[S,1] 
⇒T[A,2] 
⇒(A) [T,5] 
⇒(A+T) [(A),3] 
⇒(T+T) [(A+T),2] 
⇒(b+T) [(T+T),4] 
⇒(b+b) [(b+T),4] 

 

S�'�IVpz:T�7���(b)+b������ +�
� �����(#� �� �� .

��:��� *,- *��� ��=� ��� �� ��) HQ��� .

u v #JH
λ ( ) bb + Pop 
( bb +) Shift 
b( b+) Shift 
T( b+) Reduction 
A( b+) Reduction 

( )A b+ Shift 
T b+ Reduction 
A b+ Reduction 

+A b Shift 

bA + λ Shift 

TA + λ Reduction 

T λ Reduction 

A λ Reduction 

S λ Reduction 
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����

���S�'�IVpJ+��+  ��+�(� +`. �	 �� +�� 

AE: 
 V={S, A, T} 
 ∑= {b, +, (, )} 

R :{ 
1- S→A, 
2- A→T, 
3- A→A+T, 
4- T→b, 
5- T→(A)} 

 �����(#� pars4 ���� T�7��� ��+� �� (b+b)���� L����; �� .

�>2 vu��[� 

Pop (b+b) λ[λ,∅,(b+b)] 
Shift b+b) (
Shift +b) (b
Reduction +b) (T[(b,4,+b)] 
Reduction +b) (A[(T,2,+b)] 

[(b,4,+b)] 
Shift b)(A+ [(T,2,+b)] 

[(b,4,+b)] 
Shift )(a+b [(T,2,+b)] 

[(b,4,+b)] 
Reduction )(A+T [(A+B,4,)] 

[(T,2,+b)] 
[(b,4,+b)] 

Reduction  )(A+A [(A+T,2,)] 
[(A+b,4,)] 
[(T,2,+b)] 
[(b,4,+b)] 

Shift  λ(A+A) [(A+T,2,)] 
[(A+b,4,)] 
[(T,2,+b)] 
[(b,4,+b)] 

Pop )(A+T [(A+b,4,)] 
[(T,2,+b)] 
[(b,4,+b)] 

Reduction )(A
Shift λ(A) 

[(A+T,3,)] 
[(A+b,4,)] 
[(T,2,+b)] 
[(b,4,+b)] 

Reduction λT[(A),5,λ]
[(A+T,3,)] 
[(A+b,4,)] 
[(T,2,+b)] 
[(b,4,+b)] 

Reduction λA[T,2,λ]
[(a),S,λ]
.
.
[(b,4,+b)] 

Reduction λS[A,1,λ]
[T,2,λ],… 
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����

$%\�	�� ��� �� ����� �=] �	
 

	+� *���- W�� �� g7��� +��+  )� s��- �� �0.9 ������. �� ����� 
a�0.��� .��d0.��� �	 
a�0��	$�dN� W��:��

�- �� �0.9 ������. �� 	��	 	�>$ 
���. ���.+�	+� S���� W�� �� g7��� ���+��+  s�.

���S�'�IVpH:��+�(� +`. �	 �� +�� ����:

)*}|(|{ bainiscL ωωω=

���� L���. W�� �� g7���.3��� �� 
a�� ���� ���� W��aabcaab ��D�� ��#�- .d� ��d�� Wd�� 
d� �� ����d-

 ���� �0.9 �� 1	����� �� g"2 ���� ��+�m�� *�+,- �� 	+� r+R ���� ���.+� ��0.��� �	 ��	$�N� W�� [��K� ]Wd�� ��

 �� ^�-+-w[��� �	 S$� wcw $ ��� +�m�� *�+,- +(.��� w+�m�� �� 1	����� _����.�K. F$	 .

declaration                       abc 
-begin                            w 

 .
c .

.
-end 

 
abc=… 
w

���S�'�IVy{:����}11|{ ≥∧≥= nmdcbaL mnmn���. W�� �� g7��� .�d� 
a�d� ���� ���� W��

 gD�++++ dcba��+D- 	��,- �0.9 �	 �� ��D�� 	���� a�� c��� +��+� ��+D- 	��,- $b�d� d�d�� 
dD� .

�d� 
��d��� S�$� )d� *d�+,- �	 �d�+�����; 	��,- �� ��� ���� ���.+� �0.��� �	 ��	$�N� W�� [��K� ���� W��

 ���� +��+� S�$� �9 
.��
�+R �	 �0.��� �9 	��,- .

declaration   proc1(a,a,a) 
declaration   proc2(b,b) 
.
.
.
.
call   proc1(c,c,c) 
call   proc2(d,d) 
 

���S�'�IVyG:���� )*}|(|{ bainiscL R ωωω=+d�� +��+  �� $ ��� W�� �� g7��� 

���"�� *���- g��2:

cbSbaSaS ||→



��������	 ��
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����

���S�'�IVyI:���� }11|{ ≥∧≥= nmdcbaL mmnn*�d��- +�� +��+  �� $ ��� W�� �� g7��� 

	�K��:

cdcBdB
abaAbA

ABS

|
|

→
→
→

���S�'�IVyp:���� }1|{ ≥= nbaL nn�� ��-��"� �9 _����.�K. +��+  $ ��� W�� �� g7��� 4�. :

abaSbS |→

$%&^�	�� ��*� B_0� �==�  ���� '>��
*AX� 

��. �� �����\�� L\� W�� �	 ����; �� 5��4- �# �� ���� 1	����� 
�0� [�G	��	 F�. .��4�� W�+���2 �� 
D� 5��4- �#

 ��� ���� �	�� �`�� 
 h�$ W��,- �	 .
����� �����-� �� �����$ 
a�0�����(#� g��D- �	 W��:�� $I	��	 	+���� .

~+�
 �� 	�K�� ��R+��; ����-� s��- ���� ��9 �D��� ��.�� + � �+�� ��R+��; 
����� �����-� s��- ���� �`�� 
.���

	�K�� .��� +�� ��+2 �� 5��4- �# [�n2:

���� r+R L���� �`�� [����� .���Qn+ � �� 	��	 	�>$ �� z�� �� ��6� +� �	 L���� ( )Lz∈

$|z|>=n ��.����� �� zgD� �� �� z=uvw �D���8� ������� |uv|<=n $|v|>=1���� .W��+���� 

0≥∀∈ iLwuvi)
a�0. �#�< �� F��.�+� 	�� ��+D- ��� ��E +� 
.��� [��� + � �� 
�,� W�� ��

���� �����
 (1$&,�n_�.+��; 
����� �����-� W�+�DE�� 3X�< 	��,- �� ���". L���� +�K�� p.

"Q� �	 5��4- �# 	+���� �9 �	+� ��D� ��+� $ ~+�
 �� ����� 1���2�� 
M\K� ��� ������ �� ��� W�� 3�

 ���	 �>�- +�� 3�D. �� ����:

GV���� W���,- $ L��4 L~ +�
 �� ��� �`�� ���� ���Q �����\�� �� 

IVL��4 n��9 ���� ��+D- �	 ���� ��.

pV[��� L��4 Lz∈�����$ %�N�+� ��
��\�.� ���7� �� n F�  �	 I	��	 .

yVW��D�z�� u$v$w�D���8� :|uv|<=n $|v|>=1 

	+� ���� +�� gD� �� 
c��� ��� 1��4  �� ������ �� 5��4- �#:

( )( )( )[ & | | ( , , )( , | | , | | 1

&( )( )]i

L n z z L z n u v w z uvw uv n v

i uv w L

∀ ∃ ∀ ∈ ≥ ⇒ ∃ = ≤ ≥

∀ ∈

��� �� ��.����� s7R �� O; 
R�� k+� �. $ ��� ���� �	�� �`�� ��+� F�X k+� )� 5��4- �# ��+d� �# W

���� 1	����� ���� �	�". �`��.

١Pumping  Lemma 
�Finite Automata,- ,��(  	���% W�� Z<% ��.
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����

���S�'� IVyy:}1|0{
2

≥= iL i�� 
a�� ���� [�� g��� ���� W�� 0��� g��� A�+� S�8� .����� �	

 �� ������ ��K.L���. �`�� :

g< :�d��� r+R � ���D�� 1	����� *6
 ���+� �� ��D��� ��+�L5d"Y +d� �d��� �`�d� +d � 5d��4- [�nd2 
2

0nz =���� :

Lwuvinvuvw in ∈∀≤≤∋= ,||10
2

���� r+R + �I=2 ���� :
2222 )1(|| +<+≤≤ nnnwuvn


�,�wuv2
+���� � ���. g��� A�+� W��:

Lwuv ∉2

���S�'� IVyU:���� ����.�K. }|{ ΙΝ∈= ibaL ii���. �`�� .

g< :+ �L���� �`�� n∃���� ��+2+� 5��4- �# s��+� �D���7� .���D�� r+RLbaz nn ∈=����	 :

|z|=2n>n + � z=uvw $λ≠v$I=2 3��M��� �	 wuvz 2=

nvNnvNzNvNuvwNwuvN aaaaaa >+=+=+= )()()()()()( 2

�d��"��. ��+d2+� k+d� 
�,� ������ w2��- �� ��].	�d�. �� ��d`��)(XNa+�����d� 	��d,- a�d���	 [X

���"��[.
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����

�T	�� ��� ��� 

IVG������� �� +�� ���� _���2 �� 3��"�.

}ω�� b	�K�� ��
 }*,,{|{1 baL ∈= ωω

IVI������� �� +�� ���� _���2 �� 3��"�.

}ω[��� +�� $	 g��� bb��� }*,,{|{1 baL ∈= ωω

IVp������� �� +�� ���� +��+  

}0|1{ ≥>= nmoL nm

IVy���� �� ������� j�`�� 3��"� $ +��+ }m+n ��� 	+R |10{ nmL =��� *���- �� .

IVU������� �� +�� ���� +��+ .

}|010{ mknL nmk +==

IVb}w)� s7R $ s7R a	��	 .}*,,{|{1 baL ∈= ωω

IVz}w)� g2��< a	��	 .}*,,{|{1 baL ∈= ωω

IVJ}w�� +'���< a	��	 .}*,,{|{1 baL ∈= ωω

IVH���� +��+  L=(10)*    ������� �� .

IVG{���� +��+  L=ab*+c*    ������� �� .

IVGG������� +��+  +�� W�� �� g7��� ���� ��+�.

}|{ mnbaL mn ≠=
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����

IVGI������� �� +�� ���� +��+ .

)}()(|)*10({ 10 ωωω NNL =+∈=

IVGp��� *���- ��+�� ���� �� �������� �+��+ .

IVGy������� ��D�� ��#�- �� +�� +��+  �� 
.���.











→
→
→
→

λA
bbAaB
aaBbA
abBS

G :

�+� �� T�7��� �
�	 O�� $[6�> $	 �abbba  $abbbaabbaba ���� ��� .

IVGU���$9 ���� �� +�� +��+  ����.��� �6�> ��+� �� T�7��� �
�	 $abc $aabbcc ���� ��� .

cccC
bcbC
bbbB
BCCB

abcaABCA

R

AS
CBAV
cba

→
→
→
→

→

=
=
=∑

|

:

},,{
},,{

IVGb������� �� +�� +��+  ����.

abaSbSG
SV

ba

|:
}{

},{

→
=
=∑

IVGz������� �� +�� +��+  ���� .

λ|:
}{

},{

aSbSG
SV

ba

→
=
=∑
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����

IVGJ��� r$+�� +�� +��+  :

SSSSG |)(|)(: →
[6�> ��9w= (((  )) (  ))~ ��� 1�� 
��. T�R +��+  �� 

IVGH_���2�� ��� 3��"� ���� ���Qr1=(aa)*(bb)*b $r2=(aa)*b(bb)*��� ����� ��..

IVI{���� $	 �+��+� ��+� 
�����(#�L1 $L2���	 �a��� .

IVIG������� �� +�� ���� +��+ :

}1,|{ ≥= nmdcbaL nmnm

IVII������� �� +�� ��0.��� +��+ :

}1,|{2
}1,|{1

≥=
≥=

kncbaL
kncbaL

nnk

knn

IVIpT�7��� +�� +��+  W���	 r+R �� p=baaaabab ������� �� .



















→
→
→
→
→
→
→
→

abZB
bZZb
aZZa
bZRB
BaaB
BZTB

aTBT
RTS

baaaabab
baaaabZBbaaaaZbB

baaaZabBbaaZaabbB
baZaaabBbZaaaabB
bZaaaZBBRBaaaZBB
RaBaaZBBRaaBaZBB
RaaaBZBBRaaaTBBB
RaaTBBRaTBRTS

⇒
⇒⇒
⇒⇒
⇒⇒
⇒⇒
⇒⇒
⇒⇒
⇒⇒⇒
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IVIy+�� ���� �� ������� �+��+  ��� ��#�- ��:

L=(a*b)*(b*a|ba*)d                                                               

IVIU������� �+.9 ���� +�� +��+  W���	 r+R ��.









→
→
→

=
=∑

∑=

bbSaBBB
bAAaSaA

bAaBS
R

BASV
ba

SRVG

||
||

|
:

},,{
},{

),,,(

IVIb[��� T�7���w=aabbaa	 �� �� ���� ��� �� �9 �
�	 $ ������� +�� +��+  W���.

baSSSbAA
aaASS

R

SRASbaG

||
|

:

},},,{},,({

→
→

=

IVIz������� �� +�� +��+  ����.

λ|| bSbaSaS →

IVIJ������� �� +�� +��+  ����.

λ|: aSbSG →

IVIH������� �� +�� +��+  ����.

λ|: aSbSG →

IVp{������� �� +�� ���� +��+ .

,...},,,{ abbbbaabbaaaL λ=

IVpG������� �� +�� ���� +��+ .

}1|{ ≥= ibaL ii
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IVpI�� +�� +��+  ���� ������� .














→
→
→
→

→

=

aaaaXaY
YbbY
YbccXc
bXXb

aXbcabcS

G

SRYXScbaG

|

|

:

},},,,{},,,({

IVpp��� ��#�- �� +�� ���� �� ������� �+��+ .

}&,...2,1,0,|{ ijjibaL ji ≥==
IVpy��� ��#�- �� +�� ���� �� ������� �+��+  .

,...}2,1,0,|{ == jibabaL ijji

IVpU��� ��#�- �� +�� ���� �� ������� �+��+  .

,...}2,1,0,|{ == jibabaL jjii

IVpb��� ��#�- �� +�� ���� �� ������� �+��+  .

,...}2,1,0|{,...}2,1,0,|{ === jabjibaL jjii U

IVpz��������� +�� ���� +��+  .

,...}2,1,0,|{ == + jicbaL jiji
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  ����

 ������:�	� 
 ��
 �� ����
 ���	
�	� ���� ����  ��
	� ���  
  

  �
��
  

������ �	�
� �
�	� ���� ��� ��� ��  �������� ��� ��� ��  !�"� ����# $� %��&' . )	��*� ���� +����

���
� � +��, �	�
� ��	-������� 	� ����# ��� �� ��� .�/ 01�2� �3��  4 � ��	���	� �	� 5!64 �� 17� ��

  �8 5�A→λ  	� A→B�
8 ���	�9 ����# 	� �	, 	' +��, :;4 ��  . �	-������� ��� .�/ ��4 	�	* �3�� ��

 ��� ��  !�"� �	�����#  ��<' ���� ��	-8�� 5� 5, ��� .�/  �=� ���-��
8 �	�
� ����# ��� �� +� ���2��

 ����� ��	
� �� �>	3 �	-������� 5, �=�	&� �	�����# 5�+��	� ��� . �	�����# � �	��� �	-��? 5� ���@��

 .�? 	� ��	&� $� ��
�� 5, ���� �#���"# ��!�9 A�8 �	�
� �	-������� 5B�# �3���C +���
3 ��� ��  !�"�

 �3	� �	��� .��"�	B �	��� �	-��? D/
�&�E (CNF)F	<��# � G (GNF) ��	�"� �6�
 � ��H� �	�����	, 

� IJ� ��� �� 5, ������8 ����
3 �?�&.  

  

����� 	
�	� ��� ! ��"#
$   

+�����C ��  K���9 �� ���C  �� �'1�2� 5, K �-' L�8� 5=	"� 5� ����� . �� �-' 5�8� 5, +����� M�*�' 	N��� ��

 5, +�����O� ��	-�	�� 5�� +��, :;4 P1�	,λ �8	<� 	-�9 �� .  

�"� ���� ��  !�"� �	�����# �	��� �	� ����#        5� �N��  5, �����
� �� .���@�� 	-�9 �� �
2�� �&� 5,  ��

�8	� 5�8��� �
*� �
2�� ��	���	� 5!64 ��=
'.  

  

 ��8	� ���  �8 5� ����
��� �����  !�"� ����# ����
�  K F	<��# �	��� .�? ��:  
1- A→a 

2- A→aA
1

A
2

 . . . A
n
  

    Ai∈V-{S}   1≤i≤n 

3- S→λ∈R  If   λ∈L(G) 

  

  	N��� �� ��&�            �
2�� ��	R ����
� SB ��� �� T!? � T!? �# �	U9 �	��  . 17�S→aSb       �"�� F	<��# �	��� .�? 

                         5V6�* �
VW �V���� �7,��V4 :��V# MX� 5, �"��� ��	�	C Y�8  +����� A�	Z��� F	<��# �	��� .�? ��  5, ��	[��

�8	�.  

�      \	!�8�  4��� ���&' F	<��# �	��� ����# ��)� \	!�8� �3�� ^�
 _�	C :��#  (    5V� �� 5V6�* �V�=
' ����

 �
Wn  ����� m�8	<�� 56�* �
W 	� .  

  

                                                           
�
 Chomsky Normal Form 

�
 Greibach Normal Form  
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  ����

�����        ��
 �� ����
 	
�	� ��� ! �%�	
 G=(∑∑∑∑,V,R,S)       &�' �	� (�'� �) G′′′′=(∑∑∑∑,V′′′′,R′′′′,S′′′′)) :    +'"
 ,'-!	!

.��(  

E a ��2#�	��#�	U9 �	�� :;4  

G a  ����
� :;4λ   

b a   �8 5� ����
� :;4A→B ) A��N��E(  

c a Z���U �	����d�� :;4��G5�"��� ����
� �   

e a  SB �2#�	� :;4  

f a F	<��# 5� ��	-�  ��<'  

  
   

�  �� �0!$� 1 �2 $�3 �) 4��0�
�� ��� ��5% �
��1:  

Ea S→λ 

Ga  5!64 �
*� A→B ,B→A 

ba  SB�� �2#�	� A→Aα   
 

����6  4�7���)	-8�
�  

 �
2�� g��8 ����# ���	U9  <�� ������� �	�
� 	� ����#  ��<' . ����#G����[� �H� �� ��  . �� ��	&� ����#

G′  �
2�� ����� \	!�8� 5�=�� ������!� 5� ���	U9  <�� I!�  . 0�
> 5� ��2#�	� \	!�8� .�?S⇒uSv h<�  

 ��� ������ ��	�� ������� ��� � �
8 ��	R \	!�8� ��&� �	-�	# �	� 56�* 5<8 �� ���	U9  <�"-, �
2��

 ���	U9  <�� 5,G′�8	� ��2#�	� ��U ���d�� $� .  

  

�   +9:���a     �V��, i�? G=(∑,V,R,S)                 �V���# A	V[�9 �V8	� ��V� ��  !�"V� �V���# $V� G′=(∑′,V′,R′,S′) ∃ 

�8	� ������ ��� T���8 5���"!�:  
1- L(G)=L(G′) 

2-  ���"� ���  �8 5� R′ ����
�   
   A→ω 

 5���"!� A∈V′ & ω∈((V-{S′})∪ ∑)* 

  

;� <� :  ���	U9  <�� �#�S  ����
� ���� ��� �� GC �8	<� j���  kG′=G �#�� S     ��2V#�	� �V�U �V�d�� $V� 

             ��V, :;V4 �V�	� �� ���	U9  <�� ��2#�	� ��>	3 �8	� .   �V���#G′=(∑,V∪{S′},R∪{S′→S},S′}     �	VN�� 	V� 

   ���	U9  <��S′     �
�	� ���l?� � S′→S     ����
� 5

�N� 5� G    �V�9 ���
3 ���C  .          �� ��	"V�� �	V�� �V���# �� �V�

 5�8� �� ���� ���� ������ ��=
'u   �� \	!�8�  �	�G T�
' S⇒u   \	!�V8� 	V� ��
��� �� S′⇒S⇒u  �V���# ��  G′ 

 ���9 ����.  

        

                                                           
١
 Chain 
٢
 Usefullness Variable 
١
 Recursive variable  
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  ����

=�	>!  :  ��d��A  �#� +�m
# ��2#�	� ��A ��, ��=
' �� n�
3 \	!�8� 564�� $� �� ��2�� 	� $� �� kC .  

1-     S→aSb 

2-     S→MN 

3,4     M→Am|m 

5,6     A→Ma|a 

7,8     N→Nn|n 

9-       S→λ 

S→ aSb 

S→MN→AmN→MamN 

  

 �#�A         +�!�"V� ��2V#�	� �V�, �V�=
' �� n�
V3 \	!�V8� �� 5V64�� $V� �� E    ��2V#�	� 0�
oV�����U �� �V�� 

+�!�"���U2��� .  
  
 

����� �5%	
    �4�7���)	���?@��A� BC%   

  �#�S                   	V� �� A�	Z�V�� kC �
2�� ��	R +� \	!�8�  4��� �
W �� �
8 ��	R ����
� ���� ��� ��   �
�S→λ  �� 

   ��� ��;O�	��� ��&�
� ��� .               �
�	V� �� A�	Z�V�� 5V, +�
2�� �p�X� ��2#�	� �#�	U9 �	�� :;4 	�S→λ    �� TV!? 

 56�* ��=
'λ=ω��� ��;O�	��� .  

 
 
 
 

  

� $�2 D
$ :     �V���# �V�  ��V<' ���V�G(∑,V,R,S)  �9 �� 5V, S      �V���# 5V� �V�� ��2V#�	� G
1

   5���"V!� 

L(G
1

)=L(G)  �
 ���  �8 5�  +�����:  

G=(∑,V∪{S′},R∪{S′→S},S′)    S′∉V 

S′+����� 5?	q� 	����d�� 5

�N� 5� �� .  

S′→S +����� 5?	q� ����
� 5

�N� 5� �� .  

 �#�	U9 �	��S′�8 ���
3 .  

 

����E �5%	
    6 �-���F BC% λλλλ  

 ����
�λ ��
2�� ��=
'  �=� �� 5� :  

Ea  ��2#�	� ���	U9�	�� :;4  

Ga # %��&' �=
-�  �=�� ����
� r��W 56��
� ����  

  

                                                           
�
 Direct 

�
 Indirect  

S→aSb 

                 ⇒ 

S→λ 

S′→S 

S→aSb 

S→λ 
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  ����

  ����
�λ                   ���	V�   �2V� �� ����# s�� ���@�� � ���, $�, ����# .	-�� 5� ��� ���� .       �� ��	V���	� 5V!64 5V�

     ��
2�� �N�� /	� 5� ��m	C ���	C .           56�* �
W ��� 5X��� $� ��=
' �	��� ����
� ��� 5�<=�ω      \	!�V8�  4��� ���&' � 

���	�� ��  ���4 5� ��.  

  

����E�� G���#� �%�	
 H��I��   

 ��<�/ �
�	� ��)(A→λ   A���� .	� ��<�/ ��d��  . �
8 ��	�	�8 +�!�"� ��U �
X� ��� ����  ��<�/ ���d�� $�

 	� \	!�8� �� 564�� ��B �� kC 5, ��&� ��� 5�λ�
8 ��l[�	*   .λ  +�!�"� ��U 	� +�!�"� �
X� 5, ����d�� �� � 

λ�  K ����� ��=
' ��  ���d�λ����� .	� .  

  

  

����E�6 BC% �%�	
 �JKL λλλλ  

Ea 2
n

  �	� ���d�� �
�	� �� �� 5, +����� ��=
' ���* ����# �� �
�	� λ 	� tJ2� h�,�' $� �� λ  ��l[�	V* 

��� A�8.  

Ga  ���d�� ��	? 5, �����
� λ��
2�� ���� ���* ����# �� 	��
 ���"� .  

ba  �#�S→λ � ���* ����# 5� ��	� �
2�� ��=
' �
8  !��.  

  

� $�2 D
$ : ����
� :;4 ����λ �
�	� �� ���� 5� A→α
1

A
1

α
2

A
2 . . . 

α
n
A

n
α

n+1
  �9 �� 5,A

i
  ���d�� λ 

+�����  �
 ���  �8 5� ���:  

 ����
���  ��<�/ �	���d�� 5, �� �Z6�J� 0/	4  λ+����� ��=
' �� %6�J�  4��� � +���[�� �H� �� K ��8	�  :  

���    �	7�baEU9 �	�� :;4    ��� A�8 A��� �	2� ��� �� ��<�/ ��d�� � ��2#�	� �#�	:  

                                        

S → aS b            S ′→ S S ′→ λ

S → λ  S → aS b  S ′→ S

 S → λ  S → ab
 S → aS b

             
���    �	7�baG ����[� �H� �� �� ��� ����# :  

















→

→

→

→

→

→

→

λ

λ

A

aAA

nnNN

N

mmMM

MNaNAB

ABS

|

|
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  ����

   B A N N 
1 MnaN λ -- -- 

2 Mna λ λ -- 

3 MaNA -- -- λ 
4 MaN λ -- λ 
5 MaA -- λ λ 
6 Ma λ λ λ 
7 MnaNA -- -- -- 
8 MnaA -- λ -- 

  


































→

→
>−−−−−−→

→




→

→
>−−−−−−→

→

















→

→

→

→

→

→

→

>−−−−−−→





→

→
>−−−−−−→

15

14

13

12
|

11,10|

9

8

7

6

5

4

3

2

1

aAA

aA
aAA

A

nNN

nN
nnNN

mmMM

MNaNAB

MaB

MaAB

MaNB

MaNAB

MNaB

MNaNB

MNaNAB

ABS

BS
ABS

λ

 
��� ��� �	
��
�� �� 
� ����� � ��� ��� ����� �������� �

 ����� ��.  

 



  ���� ���	
��
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  ����






























→

→

→

→

→
→

→

→

→

→

→

→
→

→

aAA

aA

nNN

nN

MNaNAB

MNaAB

MaB

MaAB

MaNB

MaNAB

MNaB

MNaNB

ABS

BS

 

  

����M �5%	
 � �� �	-N�� BC% �  

 ����# 5��9 �� kC       G ��<'  ����
� � :;4 ��2#�	� ���	U9 �	�� :;4 5� Y
��� 01λ �8�;# �� �2C �� 

�
8 .	N�� 	� A��N�� :;4 ��	�:  

� �� �	-N�� �-:�! �
��1  

Ea  ����
� :;4 � ��2#�	� ���	U9 �	�� :;4 λ   

Ga ����# r��W �4��W   

  

 �� \	!�8� �3�� ^�
 �� \	!�8�  4��� ���&' I��l?� 	� A��N�� �� �8	�  �2� 	-�'��� _�	C :��#.  

  

�  $�2 D
$  

Ea  ����
� ��	�	�8 A→A ����# �� 	-�9 :;4 �   

Ga 	-�9 :;4 � 	� A��N�� ��	�	�8   

  

�  �� �	-N�� BC% �����  

Ea ��	� �� I�	, \	!�8�  4��� ���&'  

Ga F	<��# .�? 5� ��8 �' $��l�  

  

                                                           
١
 Elimination Of chain rules 



  ���� ���	
��
�� � ��      ��                �����    :����� 

  

  ����

                   �� 5, +���  ��2' ��	� 5

�N�  ��	�  ����� K 	-�9 :;4 � 	� A��N�� ��	�	�8 ����      5V, �� ��	���d�� K 5

�N�

                      :;V4 �6V>� s1� �� 	� 5

�N� �� $� �� kO� �8	� 5�8�� �
3 �� ��
2�� Y
��� +-� A��N�� ����
� T�
'

+��� �� ���� ���* ����
� ��=
' � A��N�� ����
�.  

���    �	7�bab  �� ��'�	<
 	� A��N�� 5

�N� ��� ����# �� [A,B,M,N]   ,  [A,T,X]   

  
















→

→

→

→

→

→

XT

TA

aaN

NM

MB

BA

21

  

  

���    �	7�bac ����[� �H� �� �� ��� ����# :  

  
S→AB 

S→MN 

A→B 

B→M 

M→N 

N→nN|n 

A→T 

T→X 

X→xX|x 
 

 
 

 5, 0�
> ��� 5� +����� 	-�9 :;4 5� .���� ���l[�	*  >� 5� 5*
' 	� � 	� A��N�� ��	�	�8 �� kC      :  
A→B 

B→u
1

|u
2

|. . .|u
n
  

 
 

A→u
1

|u
2

|u
3

 . . .|u
n
  

B→u
1

|u
2

|. . .|u
n
  

  

 �� 56>	?1� �A�8 ���
3 �' A�	� j��� ��  5, ���� +���
3 56�* 5� .  

                    	� A��N��  T�
' 5, �� ��	���d�� 5, +����� A�	Z��� �����
[=� �� �8 A��	2� 5, �
X�	�� K A��N�� ��	�	�8 ����

 ����� ���� 5

�N� $� �� ���"� Y	<'�� �� +� 	�.  

  

  

  



  ���� ���	
��
�� � ��      ��                �����    :����� 

  

  �� �

=�	>!  :  ��	���d�� 5

�N� 	-�9 	2�� �� � ��W	<'���� +� 	� 	� A��N�� ^��W �� 5,A ��� Chain(A)   	V�  C(A) 

�
2�� A���	� . �	7� ��bac�8
� ���  �8 5� ��
��� �� 	� A��N��  :  

  
 

( ) [ ]

( ) [ ]

( ) [ ]

( ) [ ]

( ) [ ]

( ) [ ]

( ) [ ]

, , , , ,

, ,

,

,

C A A B M N T X S AB MN

C B B M N A nN n xX x

C S S B nN n

C M M N M nN n

N nN nC N N

T xX xC X X

X xX xC T T X

 =  →
 

= → 
 

= → 
 

= ⇒ → 
 

→= 
  →= 
  →= 

 

 

 

�  ��L�� +��$�O:�1C(A) 

 

FOR EVERY VARIABLES A∈V DO 
 C(A)=[A] 
 REPEAT 
  FLAG=FALSE 

  FOR EVERY RULE  r:P→Q DO 
   IF P IS A MEMBER OF C(A)& Q IS NOT A  
                           MEMBER  OF C(A) THEN 

    C(A)=C(A)∪[Q] 
    FLAG=TRUE 
   END-IF  
  END-FOR 
 UNTIL (NOT FLAG) 
END-FOR   
 

  

 +����� �	, �
u
 ��B �� A��N�� 5

�N� ��� 	� A��N�� :;4 ���� .� ���	� �� A��N�[B,M,N] 5� ���� �� 

 ���� ��&�  �
2�� ����� SBN /�� 	�9 5, +����� ����� M→N 0�
> �� � ��3 	� ���� �
*� ����
� �� 

 �
2�� :;4 A��N��  �
*� . �8	� ����# ����
� �� �
u
 ��9 5, ��
2�� .	N�� ��	[�� �
�	� $� :;4.  

[ ]

[ ]






















→

→

→

→

→

→

→

→

→

xxXX

XT

XTATA

nnNN

nnNM

BABA

nnNB

MNS

ABS

,,

,

  

                                                           
١
 Algorithm of construction of the set  C(A) 



  ���� ���	
��
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  ��!�

♦ 	-8�
 4�$	) N 

 
 
 














→

→

→

→

→

NA

NB

NT

NX

NM

                  ������ �
*� ����# �� ����
� �� $�@��             .  

♦  	-8�
 4�$	)M  













→

→

→

→

MA

MB

MT

MX

   .������ �
*� ����# �� ����
� �� $�@��  

 

 
 
 

♦  	-8�
 4�$	)X  















→

→





→

→
⇒→

XA

XB

XxXX

XxXT
XT

|

|

 

  

♦  	-8�
 4�$	)T  





















→

→

→

⇒→

→

XxXX

XxXT

XxXA

TA

TB

|

|

|
  

  

♦  	-8�
 4�$	)B  

  





→

→
⇒→

nnNB

nnNA
BA

|

|
  

  

� ��� 5�?	� I�	, \	!�8�  4��� K ���� �
*� ����
� ��&' 5B�# A��N�� :;4 .	N�� 	�.  

  



  ���� ���	
��
�� � ��      ��                �����    :����� 

  

  ��"�

����P Q5%	
  E : �-R
 	-? ���	-8�
 BC%�    

            ���9 ���C ����# r��W �	X3 	� � 	� A��N�� :;4 �v� �� ��� ���� ��Z� ��
 �	���d��  .��d�� 	-���  ���"V� ��	� 

���  �=� �� 5� 	� 56�* ��=
' �� �,�8 .�
 ��� � ������� �,�8 �	�� �	� 56�* ��=
' �� 5,:  

Ea ��
2��� ��=
' \	!�8�  4��� �W ���	U9 �	�� �� . �	7� �� w17�bac    T�
2��� A��� _�	C :��# �� w1>� .  

Ga ���"�� 	<Z=� �>	�
 �� �x 5=	<�� ��=
' 5� ��	� 	���d��  .  

  

 �#� �	7� �
X�       








→

→

→

eEF

fFE

EFS

 L�8� 5� A	[@�� +��� T"� �� 5=	<�� ��� 5B ��  ∑ ∗∈ω ���� +���
J�  .  

  

� �-R
 	-? ���	-8�
 =>S �T�� :  �	�� � _�	C :��# �	u? I��l?� �� A�1
 ����
��� ��Z� ��U �	���d��

 5!64 �	N�� h<� y����# �
N�"* ��
8 ���	C 5� /	� �� �	����	C �� ��	���	� �	� .  

 ����# �����	��              ∑= ),,,( SRVG �9 �� 5, S ��<�/ �
�	� 	-�' � �"�� ��2#�	� λ→S 5, 

)(GL∈λ��� 	� A��N��  ��	? �   .5�  ��
' �� ����# ∑ ′′=′ ),,,( SRVG ��	? 5, ���#  ��<'

 � ��� ��Z� ��
 �	���d�)()( GLGL ′=   

  

!�"� : �

 ����� �� ��������A � X���� ��� ����� 
� �
�� � �$�	� ��%���& .  

  



















→

→

→

→

→

→

→

→

bbBB

qQ

pPpP

mmMM

xAX

xXaAA

PQyS

ABMmS

|

|

|

|

  

    

����P�� �-:�! �%�	
       G′  

�      G′�
2�� ��=
' 564�� �� �� :  

�� ����# �� ���"�� 	<Z=� ��=
' 5� ��	� 5, ��	���d�� :;4G ��=
' � G′  
Ga _����  �	� ��U �	���d�� :;4 E �� �#�	U9 �	�� �� G1 ��=
' � G′  

  

                                                           
�
 Useless Variables 

�
 Unreachable 



  ���� ���	
��
�� � ��      ��                �����    :����� 

  

  ����

   +U� Q5%	
 :=
'                        �� 5�"V��� ����
V� � 	V-�9 :;V4 � ���"V�� 	<Z=� �>	�
 �� �x 5=	<�� ��=
' 5� ��	� 5, ��	���d�� ��

 ����#G ����# ��=
' � G′  

  

=:� (�0��-� � R:� 	J�01 �-:�! �) $��F �2 4���	-8�
 4����0# .  

       564�� ��� �� ��Z� ��U �	���d�� 5

�N�non-T-G   (non Token Generator)  

W (�0��� � R:� 	J�01 �� �X �:� �� �-:�! �) $��F �2 4���	-8�
 �1�AN
 .T-G  

  

 ��2�C �	7� �� w17�       }{},,,{ SMPQBGT ∪=−                      

 �����	�� 

non_T_G=V   -  T_G                                                                      
       

�00U-
 �-:�! �$ 4����Y ��� ��#$ �2 4Z��	-8�
 �1�AN
 ��L�� +��$�O:� 6 .   
 

       Repeat  
      Flag=false 

        For every rule ∑
+≤≤

∗
+ ∈→

11

12211 ,...:
ni

innn AAAAr ααααα  

        If GTAAGTA i
ni

i −∈−∉
≤≤

,&
1

  then 

           }{AGTGT ∪−=−   ; add A to token-generator’s set 

           flag=tre 
        end_if 
       end_for 
   until ( NOT flag) 

���    �	7�bae ����[� �H� �� �� ��� ����#  :  
             

bbBF

BSAaAE

CBDaDD

DcCC

bCFB

aFaAA

BBSACS

G

|

|

||

|

|

|

||

:

→

→

→

→

→

→

→

 

 

 �� ��	���d�� ��
��� \
? +���
[=� �	�
� 	�       G=
'  	<Z=� �>	�
 	� �=	����' 5�8� 5, �� ���9 ��� 5� ������ ��:  

  

                                                           
�
 Algorithm :Construction  of  the set of variables that derive Terminal Strigs 

 



  ���� ���	
��
�� � ��      ��                �����    :����� 

  

  ����

  
 

 

 ����# ��
��� �����	��( )∑ ′′=′ SRVG ,,,' 5�
[� �� �5, ��, %��&' �:  

)()() GLGLi =′   

ii) Every  variabe in G′  derives a terminal string in G′  

  

bbBF

BSAaAE

bB

aFaAA

BBSS

R

ba

EBFASV

|

|

|

|

:

},{

},,,,{
'

→

→

→

→

→

′

=

=′

∑  

  

���  ���4  �>	�
 �� non-T-G       ���� �
*� �9 ��  
,:|{ α→−=′

−−−=′

ArrRR

GTnonVV
  

  

���    �	7�baz����[� �H� �� �� ��� ����# :           

              
                          



















→

→

→

→

→

→

→

→

bbBB

qQ

pPpP

mmMM

xAX

xXaAA

PQyS

ABMmS

|

|

|

|

  

  

        

},,,,{

},{

SPMQBGT

XAGTnon

=−

=−−
  

  

  

  



  ���� ���	
��
�� � ��      ��                �����    :����� 

  

  ����

G′ ����� '�� ���� G� �� �

 ()� *�  ��� ��� ��� *�	��� +����, � ��%���& �������� -. �� */ ����:  

  














→

→

→

→

→

′

bbBB

qQ

pPpP

mmMM

PQyS

G

|

|

|

:  

  

  

�
� Q5%	
 : 	
�	� �� ���)�
 �-���F 
 ���7-A� �-:�! 	���?@ ��A� �� �2 4���	-8�
 BC%G′  

  

%=�        ( �� _����  �	� ��U �	���d�� ��	�	�8S_����  �	� ��U �	���d�� 5

�N� ��=
' �   

 _����  �	� �	���d�� 5

�N�              E  

         
                

                                                                 Unreachable V Reachable′= −  
 �	7� �
X�M �	7� �� baz ��� _����  �	� ��U .  

  

� 	
  +��$�O:� [	��� �)�F 	-? ���	-8�
 \-]7! �) ^�)  
             reachable={S} 
        repeat 
         flag=false 

          for every rule 
10

111 ,...:
+≤≤

∗
+ ∑∈∀→

ni

innn AAAAr ααααα   do  

            if reachablesA∈   then  

              for every niAi ≤≤0;   do  

               if reachablesAi ∉   then  

                  }{ iAreachablesreachables ∪=  

                  flag=true 
                end_if 
              end_for 
            end_if 
          end_for 
        until(NOT flag) 
 

 �	7� ��baz  reachables={ S, P, Q}  �    unreachables={B, M}  

  

  

  

                                                           
�
 Reachable 



  ���� ���	
��
�� � ��      ��                �����    :����� 

  

  ����

W ( $� 4����F 	� BC%G1 	J�01 �� 4U� �F��% �2 unreachables  �-:�! 
 �#�) ��# 	��_ `@ $� G′  
 

���� ����� �	�"� 564�� �� ��� �	�
� h�'�'     :  
                                                       G  

       -. ��� � �
���$� 0���1�2� 3�4 ��%5� �6�$7 
� �8 *5���� *� */ �
���������  

                               G1                      

                            -. ��� � *�	��� +����, �� 9���� (��, ��&  ��������        ��  

          G'          

                                                                                      
  :و ا�� 

  
  

G                                     

                                    *�	��� +����, ��� � 9���� (��, ��& ��������    

  

G1                             

  

            � �
���$�     ���1�2� 3�4 ��%5� �6�$7 
� �8 *5���� *� */ �
�������� ���   

 G2                            

                              *�	��� +����, � 9���� (��, ��& �������� ���   

  

  
  

����a+N0Y Q5%	
   : bc .7���) BC%�  

���q �	�"� 564�� ��� �� �������� ��� :  

• �&� 5� SB �2#�	� 56�* 5<8 �� �o�
 ���' SB ��� ��
�&� �� �
3 5, ��� ��2#�	� �	���d�� �	

 ������ ��=
'LAA
∗

⇒ ) ���	C 5� /	� �	����	C �� ��	���	� L!64  �	
(  

•  SB ��� �� token  ��� F	<��# F	<��# �	��� .�? LZ"6? :13 �� ��� � ������� ��=
'  ) ��=
'

token ��� �� ���[� 0�
> ���� ��� �� +���
J�� 	� 5��=	4� �� ���[�� .	N�� ����(.  

  

                                                           
�
Removable of  left recursion 



  ���� ���	
��
�� � ��      ��                �����    :����� 

  

  ����

�                	V<Z=� �V>	�
 5V, +��, A�	Z��� ����
� �� ��
W �� SB �2#�	� �	���d�� ��	� SB �2#�	� :;4 ����

��
2� ��=
' SB ��� ��:  

  

���    �	7�ba{ ����[� �H� �� �� ��� ����# :  
       

bAbbBaB

aBaAA

ABS

||

|

→

→

→

  

��      ��
J�� +2B 5� SB �"#�	� ����# ��� :  
         

BaAbAbB

AbaABaAA

⇒⇒

⇒⇒
  

  

 +��, :;4 �� 	-�9 kO� � +���� t�J2' �� SB �2#�	� ��	� ����� kC.  

  

  

 ����# �� SB �2#�	� :;4 ����      G��<�/ ����
� y ��2#�	� ���	U9 �	�� ��	? 5, λ→S� A��N��  �  � 	

 ����# ��=
' � ��� ��Z� ��U �	���d��G' �'�
> 5�5,( ) ( )GLGL ′= �G'  ��� L!��W 5� ��� SB �2#�	� ��	?

 +�����  �
:  

Ea SB +�!�"� �2#�	� :;4  

Ga  +�!�"� g
� 5� SB +�!�"� ��U �2#�	�  ��<'   

ba SB +�!�"� �2#�	� :;4   

  

 w17�       AaA →
� ��  ��� SB +�!�"� ��2#�	� g.  

  

  

  

  

:; 3�<�	� �1�
��  

:; 3�<�	� ��& �1�
��  

 �1�
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:; 
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  ����

����a�� bc +-���
 .7���) BC% �  

=:�        ( +-���
 bc 4�7���) ���	-8�
 4����0#  

         �� �V8	� 5�V8�� �� A�	�V8 �����B
V, �#�	VU9 �	V�� 5, +��# ���;# A�	�8 �
�� 5� �� ����# �	���d�� �#�       

 �
�	� �� ���� 5� 0�
o���LAA ′→ |�	�8 5��'�
> �� A′ = |�	�8A���� �
*� +�!�"� �2#�	� .  

  

) (  SB �2#�	� :;4  

 �#�A |���, ��l[�	* ����
� ��	�' y �8	� SB ��2#�	� ��d�� A  +����� ��* ����# �� �� .  

  

m

n

BBBBA

AAAA
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321

21

L

L

→

→ ααα
  

 5,       A �"�� �o�
 ���' SB ��� .  

  

    ���, ��d�� ��Z     �� ��o�
 5,V                ����
V� ��l[�	V* yA��V, ��=
' �� ���* ����
� � +���[�� $�, �"�� R′  �� 

 ����#G +����� :  
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Z
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n

n

k
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|||
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



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����a�6bc +-���
 	-? .7���) BC%  �  

    %=�    (SB +�!�"� ��U ��2#�	� �	���d�� ��	�	�8  

 �
�	� �� ���� 5� A�8 ���;# A�	�8 �	���d�� 5

�N� �� A�	Z��� 	�αAA ′→ |�	�8 �#� A |�	�8 �� 

A′ �8	� ���B
,( )AA ′<##��� �� ����� �
*� SB �2#�	� 0�
>.  
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aZ

aZBaAZA

bAbbBaB

aBaAA

ABS

→

→

→

→

→

→

|
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|

  

  

       

         �	7�:    ����� ����# ��                    
δ

β

α
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BA

→

→

→

  

A<B<C<A � ���� �
*� SB +�!�"� ��U �2#�	� ��d�� 5� �� ��:  

          
         

                   βαδβααδβαδβαβαα CBACBA ⇒⇒⇒⇒⇒  
  

�VV#� LVVX��� 5VV� ���;VV# A�	�VV8 .	VV[��   AAAAAA ni <<<<<<< LL210 0�
oVV��� �� +�VV��� 

nAAA ,,, 10 L         ��
8 :;4 ��	� � ���"� SB �� +�!�"� ��U ��2#�	�  .A 	' nA ���� ���  �8 5� ��"�= �� �� 

          +�!�"� ��U �2#�	� ���l[�	*  >� �� A�	Z��� 	� kO� y +�����          +�V����  ��V<' +�!�"� g
� 5� �� )    :;V4 L�	2V�

	� A��N��                             (  
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








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
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














→

→

→
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→

⇒

aZZ

aZ
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bAbbBaB
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[ ]ni AAAA ,,,,, 1 LL    5,  iA         �V�1
 ��V�9 � �V�� A��
VJ� �V�1
 5V, ��� ��o�
 ���' ���� ��� 

    +��l�� .      �� ���� 5�  kO�jA   5, j<I    �8 5� �����
� �	<�� 5� ���  αij AA → � +���[�� iA  ����
V� 	� �� 

 5W
���–� 0�
> ��  �
*– +����� ��l[�	*  .  

  

baEazab   bc +-���
 .7���) BC% �8	<�� ��2�C  �8 �	�� 5� w���N� .  

 +����� �	�
� ����# �� �� ���  01��<' 564�� ��� �� kC      :  

  

E��� �	-N�� BC%   

M��-R
 	-? ���	-8�
 BC%    

P�&� �	� ��
	� �	� �) 4��"� ��� !    

  

  ����#G      , �� �6<� 01��<' 5, ��                 F	V<��#  ����# 5� ���l[�	*  >� �� A�	Z��� 	� ��
��� ��� 5�8�;# �� �2C w1�	

��,  ��<' .  

  

%=� ( �	���d��V 5, +����� ���;# A�	�8 ��
W �� S �
�	� �� ���� 5� � �8	� 5�8�� �� A�	�8 �����B
,   

αAA ′→   |�	�8 A     |�	�8 ��  A′ ��B
,                �8 5� �"�= $� �� 	-�9 |�	�8 _	�� �� �� 	���d�� kO� y�8	� �

+����� h'�� ��
&> .  

aZZ

aZ

aZbaAZAbaAZbBaaAA

bAbbBaB

abaAAbaAbBaaAA
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→

→

→

→

→

→
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�
2�� :;4 SB �� +�!�"� �2#�	� A�3/	� �:  

aaZZ

bAbbBZB
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→

→

→

→
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[ ]ZABZS ,,,1,→  

  

 �	N� �A +����� ��l[�	* �� 5W
��� ����
�  :  

  

 ����A[�	*  ���� �
*� ���l:  





→

→

AaZ

AaB

1

  

  

 ����Z����� �
*� ���l[�	*  :  

  













→

→

→

→

α

α

α

α

ZS

ZZ

ZB
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1

  

  

[ ]ni AAAAS ,,,,,, 21 LL 5,  iA ��� A��
J� ��1
 �o�
 ���' ���� ���  . �
�	� �� ���� 5� kO�

  �8 5�ij AA → 5, j<I ���    iA ���* ����
� ��	-� �� � +����� ��l[�	* 5W
��� ����
� �� A�	Z��� 	� �� 

 �
2�� ��=
' .  �8 5�  ����# �
�	� �� 564�� ��� �	�	C �� kCαaA → 5, ����� �� 

( )∗

∑ ∑∪∈∈ Va α,   

  

4����Y  Q5%	
:  

          

                                    









→

→

→

 →→
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1

ATTbBTB

bT

aT

bBaaAB
Geribach  

  

 	<Z=� �o�
 �� ���� 5� kO�      ia �� [ ] ααα LL i= ���* ��d�� ��  iT � +����� A�	Z��� 

 �
�	�ii aT →� 5?	q� ����# 5� �� ia �� α 	� �� iT+����� ��l[�	*  .  
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GLifS
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)(.3
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.1

121

GLifS

AAAAA
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∈→

→

→

λλ
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 �� ����
 	
�	� 	� �� 4U�
�c ��
	� 	
�	� �-:�! ��	) ��-� �$�
 ��� ��� ! QJKL  

  

= .��1�
�� ��
�&. ��2� ���  

> .����� +����, ���  

?  .�� ���@�
 ���  

A  . ��%� ��& �������� ���  

B  .:; �1�
�� ���  

C  .)	��; D�E *� �
�F� (
��G  �  
  

 �
�F� (
��G       ( )∑= SRVG ,,, 0�� ���@�
 �,�E 0!���� ����� �� ��1�
�� ��
�&. +����, �,�E 0����� +����, �,�E */ 

 ����� *� ��� !���� ����� �� :; �1�
�� �,�E 0 ��%� ��& �������� �,�E( )∑ ′′=′ SRVG ,,,��1�� (
��G �

 ()� *� :  

  

=   .� *� D�E *� -���, ��  ��
( )+∑∈αα→ VaA ,; �
�H ����� �� iT � jT *7�2@� � 3�$/ �� I
�JG �� 

 3�$)�� K�E -���, +
LM
�H ��  �

 +����,:  









α→

→

→

j

i

ji

T

aT

TTA

 

> . D�E *�  -���, �� ��
� *�( )+∑∈αα′→ VAA ,; */ 2)(
=
>αlength �
�H ����� 
� iT � 3�$)�� ���%��� 

 3�$)�� K�E +����, +
LM
�H �� �
�H +����,:  





α→

′→

i

i

T

TAA
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  � ��

? . D�E *� -���, �� ��
� *�21aaA → �
�H ����� �� 
� ���%��� �� �� �
�H +����, *7�2@� iT � jT 3�$)�� ��5�G :  









→

→

→

2

1

aT

aT

TTA

j

i

ji

 

A . D�E *� -���, �� ��
� *�AaA ′→ 1 ����� 
� ���%��� �� iT����M�� K�E +����, +
LM
�H �
�H +����, :  





→

′→

1aT

ATA

i

i  

  

B  . �� ��
� *� D�E *� -���,aAA ′→  �
�H ����� 
� ���%��� �� iT3�$)�� K�E -���, +
LM
�H �� +����, *7�2@� :  





→

′→

aT

TAA

i

i  

 N7�2@� ���� �� K�E O�� P$Q      R��� �� �$)�� R<� �� �)	��; D�E */ �����, S�� �G 3�$)�� ���)G ��<�.   ���T ��

��1� . *U��� +
� -�
�Q ��G′ ��� ��� ��5�G .  

 5, �� ��� ����#e���,  ��<' ��"�	B �	��� �m	-� .�? 5� ��� 5�8�;# �� �2C ��  ��<' 564�� .  
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

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
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→
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











→

→

→
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

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→

→
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TTB
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NTT
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  �#�     MaNBS →   	�� �� ��   �  +�"!'    +��,NBMaS M→      �� ���
�� �3�� $� 5�      ����# ���� 5, +���

 �8	<�� h�	��.  

aT

NBT

MTT

TTS

→

→

→

→
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2
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                     �V���# 5V� �V�� 5�V8�;# �V� �2VC �� �V6<� 01��V<' 5V, �� ��� ��  !�"� ����# ��
��� l�� ��[�� n���      

  ��VVV,  ��VVV<' ��"VVV�	B .  �� 5VVV� 5VVV, 0�
VVV> �VVV�� 5VVV�    .�VVV? 5VVV� ��"VVV�	B �VVV�U �
�	VVV� �VVV� ��

( )∑∪∈→ VA in δδδδ ;21 L��&� +����� 5�lN' �<"� �
X� �	�� �� �� �
�	� ���� ���  :       
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


 +
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2

1
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n
inii δδδδδ LML  

  

��=
' 5� .���� �	�� 0�
> �� ���, �	���d�� �� A�	Z��� 	� kO�       +����� ���* ����
� :  
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i

T

T

TTA

δδ

δδ

L

L
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            L6�* \	!�8� �3�� ���# ��=
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